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От авторов

Дорогие друзья!

В 9 классе вы завершили изучение курса планиметрии  — раздела 

геометрии, рассматривающего плоские фигуры и их свойства. Однако 

большинство окружающих нас объектов  — созданных как человеком 

(рис. 1), так и самой природой (рис. 2) — не являются плоскими.

Раздел геометрии, изучающий фигуры в пространстве и их 
свойства, называют стереометрией.

Слово «стереометрия» происходит от греческих слов «стереос»  — 

«объёмный», «пространственный» и «метрео» — «измерять».

Царь-колокол 

(Кремль, Москва)

Собор Покрова 

Пресвятой Богородицы, 

что на Рву (Собор Василия 

Блаженного)

Старинный город инков 

Мачу Пикчу (Перу)

1

Сталактиты 

и сталагмиты

Отложения серы 

вокруг фумаролы
Кристаллы Планета Земля
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Вы приступаете к изучению стереометрии.

Знать стереометрию чрезвычайно важно. Без пространственного во-

ображения и глубоких геометрических знаний невозможно стать хоро-

шим инженером, модельером, строителем, архитектором, специалистом 

в области компьютерной графики и т. д. И это понятно, ведь стереоме-

трия исследует математические модели тех материальных объектов, с ко-

торыми ежедневно имеют дело люди. Вообще, стереометрия является од-

ним из основных инструментов познания окружающего мира.

Кроме того, стереометрия  — красивый и интересный школьный 

предмет, развивающий логическое и абстрактное мышление, простран-

ственное воображение, внимание и аккуратность. Мы надеемся, что вы 

в этом скоро убедитесь, и поможет вам учебник, который держите в руках.

Ознакомьтесь с его структурой.

Учебник разделён на четыре главы, каждая из которых состоит из 

параграфов. В них изложен теоретический материал; самые важные све-

дения выделены жирным шрифтом и курсивом.

Как правило, изложение теоретического материала завершается 

примерами решения задач. Эти записи можно рассматривать как один из 

возможных образцов оформления решения.

К каждому параграфу подобраны задачи для самостоятельного ре-

шения, к которым мы советуем приступать только после изучения теоре-

тического материала. Среди заданий есть как простые и средние по слож-

ности упражнения, так и трудные задачи.

Если после выполнения домашних заданий остаётся свободное вре-

мя, и вы хотите узнать больше, то рекомендуем обратиться к рубрике 

«Когда сделаны уроки». Материал, изложенный в ней, не простой. Но 

тем интереснее испытать свои силы!

Дерзайте! Желаем успеха!



Условные обозначения

Простые задачи

Задачи среднего уровня сложности

Сложные задачи

Задачи высокой сложности

 Ключевые задачи, результат которых можно использовать 

при решении других задач

 Окончание доказательства теоремы

 Окончание решения задачи

 Задачи, которые можно решать с помощью компьютера

1.7. Задания, рекомендуемые для устной работы

1.11. Задания, рекомендуемые для домашней работы
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Введение 
в стереометрию

В этой главе вы ознакомитесь с основными понятиями стереометрии, 

аксиомами стереометрии и основными следствиями из них. Получите 

первоначальные представления о многогранниках.

 1 Основные понятия стереометрии. 
Аксиомы стереометрии

Изучая математику, вы со многими понятиями знакомились с по-

мощью определений. Так, из курса планиметрии вам хорошо известны 

определения четырёхугольника, трапеции, окружности и т. п.

Определение любого понятия основано на других понятиях, содер-

жание которых вам уже известно. Например, рассмотрим определение 

трапеции: «Трапецией называют четырёхугольник, у которого две сторо-

ны параллельны, а две другие не параллельны». Видим, что определение 

трапеции основано на таких уже 

введённых понятиях, как четырёх-

угольник, сторона четырёхугольни-

ка, параллельные и непараллель-

ные стороны и т. д. Итак, определе-

ния вводятся по принципу «новое 

основано на старом». Тогда ясно, 

что должны существовать первона-

чальные понятия, которым опреде-

лений не дают. Их называют основ-

ными понятиями (рис. 1.1).

В изученном вами курсе планиметрии определения не давали таким 

фигурам, как точка и прямая. В стереометрии, помимо них, к основным 

понятиям отнесём ещё одну фигуру — плоскость.

Наглядное представление о плоскости дают поверхность водоёма в 

безветренную погоду, поверхность зеркала, поверхность полированного 

стола, мысленно продолженные во всех направлениях.

Используя понятие плоскости, можно считать, что в планиметрии 

мы рассматривали только одну плоскость, и все изучаемые фигуры при-

надлежали этой плоскости. В стереометрии же рассматривают бесконеч-

но много плоскостей, расположенных в пространстве.

1

Основные понятия

Уже введённые понятия 

Новое понятие

1.1
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Как правило, плоскости обозначают строчными греческими буква-

ми , , , ... . На рисунках плоскости изображают в виде параллелограм-

ма (рис. 1.2) или в виде других ограниченных частей плоскости (рис. 1.3).

Плоскость, так же как и прямая, состоит из точек, т. е. плоскость — 

это множество точек.

Существует несколько случаев взаимного расположения точек, пря-

мых и плоскостей в пространстве. Приведём примеры.

На рисунке 1.4 изображена точка A, принадлежащая плоскости . 

Также говорят, что точка A лежит в плоскости , или что плоскость  

проходит через точку A. Коротко это можно записать так: A    . Приве-

дённая запись означает, что точка А является элементом множества то-

чек, представляющих собой плоскость .

На рисунке 1.5 изображена точка B, не принадлежащая плоскости 

. Коротко это можно записать так: B    .

На рисунке 1.6 изображена прямая a, принадлежащая плоскости  . 

Также говорят, что прямая a лежит в плоскости  или что плоскость  

проходит через прямую a. Коротко это можно записать так: a    . Приве-

дённая запись означает, что множество точек прямой a является подмно-

жеством множества точек, представляющих собой плоскость .

Если прямая и плоскость имеют только одну общую точку, то гово-

рят, что прямая пересекает плоскость.

На рисунке 1.7 изображена прямая a, пересекающая плоскость  в 

точке A. Пишут1: a A∩ α = .

1 Если формально строго воспользоваться символикой теории множеств, то следо-

вало бы писать a A∩ α = { }.  Однако в геометрии принята приведённая в тексте за-

пись, без фигурных скобок.

α β α

A

1.2 1.3 1.4

β

B

α

a

α

a

A

1.5 1.6 1.7



8

В дальнейшем, говоря «две точки», 

«три прямые», «две плоскости» и т.  п., 

будем иметь в виду, что это разные точ-

ки, разные прямые и разные плоскости.

Если две плоскости имеют общую 

точку, то говорят, что эти плоскости пе-

ресекаются.

На рисунке 1.8 изображены пере-

секающиеся плос кости  и . Они пере-

секаются по прямой a. Пишут: α β∩ = a.

На начальном этапе изучения сте-

реометрии невозможно доказывать тео-

ремы, опираясь на другие утверждения, поскольку этих утверждений 

ещё нет. Поэтому первые свойства, касающиеся точек, прямых и плоско-

стей в пространстве, принимают без доказательства. Как вы знаете из 

курса планиметрии, такого рода утверждения называют аксиомами.

Отметим, что ряд аксиом стереометрии по формулировкам дословно 

совпадают со знакомыми вам аксиомами планиметрии. Например:

• какова бы ни была прямая, существуют точки, принадлежа-
щие этой прямой, и точки, не принадлежащие ей;

• через любые две точки можно провести прямую, и притом 
только одну.

Мы не будем знакомиться со строгим аксиоматическим построени-

ем стереометрии1. Рассмотрим лишь некоторые утверждения, выражаю-

щие основные свойства плоскостей пространства, опираясь на которые 

обычно строят курс стереометрии в школе.

Аксиома А1

Для любой плоскости пространства существует точка, ей не принадле-

жащая.

Из этой аксиомы следует, что плоскость не заполняет всё простран-

ство. Другими словами, в стереометрии, в отличие от планиметрии, не 

все фигуры лежат в одной плоскости.

Аксиома А2

В любой плоскости пространства выполняются все аксиомы планиме-

трии.

1 Более подробно об аксиоматическом методе вы можете прочитать в рассказе на 

с. 32—35.

α

β

a

1.8
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Если в любой плоскости пространства выполняются аксиомы пла-

ниметрии, то выполняются и следствия из этих аксиом, т.  е. теоремы 

планиметрии. Поэтому в стереометрии можно пользоваться всеми из-

вестными нам свойствами плоских фигур.

Аксиома А3

Через любые три точки пространства, не принадлежащие одной пря-

мой, проходит плоскость и притом только одна.

Рисунки 1.9—1.11 иллюстрируют эту аксиому.

Из этой аксиомы следует, что три точки пространства, не принадле-

жащие одной прямой, определяют единственную плоскость, проходящую 

через эти точки. Поэтому для обозначения плоскости можно указать ка-

кие-нибудь три её точки, не лежащие на одной прямой. Например, на ри-

сунке 1.12 изображена плоскость ABC и принадлежащая ей прямая MN. 

Можно записать, что M   ABC и MN   ABC.

Аксиома А4

Если две точки прямой принадлежат плоскости, то и вся прямая при-

надлежит этой плоскости.

Например, на рисунке 1.13 точки A, B, C лежат в плоскости ABC. 

Тогда можно записать: AB   ABC, BC   ABC.

1.9 1.10 1.11

M B

N C
A

B C
A

1.12 1.13
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Из этой аксиомы следует, что если 

прямая не принадлежит плоскости, то 

она имеет с этой плоскостью не более од-

ной общей точки.

Утверждение, сформулированное в 

аксиоме А4, часто используют на прак-

тике, когда хотят проверить, является 

ли данная поверхность ровной (плос-

кой). Для этого к поверхности в разных 

местах прикладывают ровную рейку и 

проверяют, есть ли зазор между рейкой 

и поверхностью (рис. 1.14).

Аксиома А5

Если две плоскости имеют общую точку (пересекаются), то они пере-

секаются по прямой.

Эту аксиому можно проиллюстрировать с помощью согнутого листа 

бумаги или с помощью вашего учебника (рис. 1.15).

Аксиома А6

Расстояние между любыми двумя точками пространства одинаково 

для любой плоскости, проходящей через эти точки.

Смысл этой аксиомы состоит в том, что расстояние между любыми 

двумя точками пространства не зависит от того, на какой плоскости, про-

ходящей через эти точки, оно измерено.

1.14

α

β

a
A

1.15 1.16
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Задача. Докажите, что если две плоскости имеют общую точку, то 

они пересекаются по прямой, проходящей через эту точку.

Решение. Пусть точка A является общей для двух плоскостей  и , 

т. е. A     и A     (рис. 1.16). По аксиоме А5 плоскости  и  пересека-

ются по прямой. Пусть α β∩ = a.  Тогда все общие точки плоскостей  и  

принадлежат прямой a. Точка A является общей для плоскостей  и . 

Следовательно, A   a.  

1. Как в математике называют первоначальные понятия, которым не 

дают определения?

2. Какие фигуры входят в список основных понятий стереометрии?

3. В каком случае говорят, что прямая пересекает плоскость?

4. В каком случае говорят, что плоскости пересекаются?

5. Сформулируйте аксиомы А1, А2, А3, А4, А5, А6.

1.1. Изобразите плоскость , точку M, ей принадлежащую, и точку K, 

ей не принадлежащую. Запишите это с помощью соответствующих 

символов.

1.2. Изобразите плоскость , проходящую через прямую c. Запишите это 

с помощью соответствующих символов.

1.3. Изобразите плоскость  и прямую b, пересекающую данную плос-

кость в точке A. Запишите это с помощью соответствующих симво-

лов. Сколько точек прямой b принадлежит плоскости ?

1.4. Изобразите плоскости  и , пересека-

ющиеся по прямой c. Запишите это с 

помощью соответствующих символов.

1.5. Прямая a проходит через точку A 

плоскости . Следует ли из этого, что 

прямая a пересекает плоскость ?

1.6. Запишите с помощью символов вза-

имное расположение точек и прямых, 

изображённых на рисунке 1.17, и 

плоскости .

1.7. Даны точки A, B и C такие, что AB    5  см, BC    6  см, AC    7  см. 

Сколько плоскостей можно провести через точки A, B и C?

1.8. Даны точки D, E и F такие, что DE    2  см, EF    4  см, DF    6  см. 

Сколько плоскостей можно провести через точки D, E и F?

1.9. В комнате на люстре сидели три мухи. Одновременно они начали 

летать: первая — кружить вокруг люстры на одинаковой высоте, 

Упражнения

α

DFE

m

1.17
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вторая  — спускаться от люстры вертикально вниз и подниматься 

обратно, третья  — перемещаться от люстры до двери и обратно. 

Скорость всех мух одинакова. Через какое время все три мухи ока-

жутся в одной плоскости?

1.10. Могут ли две плоскости иметь только одну общую точку?

1.11. Изобразите плоскости  и , прямую c, точки A и B, если известно, 

что α β∩ = c,  A   c, B    , B    .

1.12. Изобразите плоскости , ,  и прямую m, если известно, что 

α β∩ = m,  α γ∩ = m.

1.13. Изобразите плоскости , ,  и прямые a, b, c, если известно, что 

α β∩ = c,  α γ∩ = b,  β γ∩ = a.

1.14. Прямая m — линия пересечения плоскостей  и  (рис. 1.18). Точ-

ки A и B принадлежат плоскости , а точка C  — плоскости . По-

стройте линии пересечения плоскости ABC с плоскостью  и с пло-

скостью  .

1.15. Квадраты ABCD и ABC
1
D

1
 не лежат в одной плоскости (рис. 1.19). 

На отрезке AD отметили точку E, а на отрезке BC
1
  — точку F. 

 Постройте точку пересечения:

1) прямой CE с плоскостью ABC
1
;

2) прямой FD
1
 с плоскостью ABC.

1.16. Верно ли утверждение: любая прямая, проходящая через центры 

вписанной и описанной окружностей данного треугольника, лежит 

в плоскости этого треугольника?

1.17. О плоскостях  и  и прямой а известно, что α β∩ = c,  a    , 

a M∩ β = .  Докажите, что a c M∩ = .

1.18. О плоскостях  и  и прямой а известно, что α β∩ = c,  a    , 

a c A∩ = .  Докажите, что A    .

1.19. Точки A, B, C и D не лежат в одной плоскости. Докажите, что ни-

какие три из них не лежат на одной прямой.

B
A

C

m

α

β

D

B

A

C

E

F

C
1

D
1

1.18 1.19
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1.20. Докажите, что если две соседние вершины четырёхугольника и точ-

ка пересечения его диагоналей принадлежат одной плоскости, то и 

две другие вершины принадлежат этой плоскости.

1.21. Вершина D четырёхугольника ABCD принадлежит пло скости , 

а остальные вершины лежат вне этой плоскости. Про должения сто-

рон BA и BC пересекают плоскость  в точках M и K соответствен-

но. Докажите, что точки M, D и K лежат на одной прямой.

1.22. Вершина А треугольника АВС принадлежит плоскости , а верши-

ны В и С лежат вне этой плоскости. Продолжения медиан ВМ и СN 

треугольника АВС пересекают плоскость  в точках K и Е соответ-

ственно. Докажите, что точки А, K и Е лежат на одной прямой.

1.23. О плоскостях ,  и  известно, что α β∩ = c,  β γ∩ = a,  α γ∩ = b,  

a c M∩ = .  Докажите, что M   b.

1.24. Точка M — общая точка двух плоскостей ABC и BCD. Найдите от-

резок BC, если BM   4 см, MC   7 см.

1.25. Даны n точек, n G 4, каждые 4 из которых лежат в одной плоскости. 

Докажите, что все эти точки лежат в одной плоскости.

1.26. Точки M, N, K и P, принадлежащие соответственно звеньям АВ, 

ВС, CD и DA замкнутой ломаной ABCD, лежат в плоскости . Вер-

но ли, что точки A, B, C и D также принадлежат плоскости ?

1.27. Пять точек, являющихся серединами звеньев замкнутой ломаной 

ABCDE, принадлежат плоскости . Докажите, что точки A, B, C, D 

и E принадлежат этой же плоскости.

1.28. Имеется n (n  I  2) плоскостей, каждые две из которых пересекают-

ся. Какое наибольшее количество прямых, являющихся линиями 

пересечения данных плоскостей, может при этом образоваться?

1.29. В треугольнике АВС сторона АС равна 

30 см. Медианы АМ и СN соответствен-

но равны 39  см и 42  см. Найдите пло-

щадь треугольника АВС.

1.30. Диагональ AC равнобокой трапеции 

ABCD (AB   CD) делит угол BAD попо-

лам (рис.  1.20). Точка E  — середина от-

резка AB. Прямая, проходящая через точку E параллельно основани-

ям трапеции, пересекает отрезок AC в точке K, а отрезок CD — в точ-

ке F. Найдите периметр трапеции ABCD, если EK   3 см, KF   5 см.

Упражнения для повторения

A

B C

D

E K F

1.20
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 2 Следствия из аксиом стереометрии

В предыдущем параграфе вы ознакомились с некоторыми аксиомами 

стереометрии. Кроме аксиом, есть и другие наглядно очевидные свойства, 

описывающие взаимное расположение точек, прямых и плоскостей в про-

странстве. Теперь, опираясь на аксиомы, эти свойства можно доказать.

Теорема 2.1

Через прямую и не принадлежащую ей точку проходит плоскость и 

притом только одна.

Доказательство

Пусть даны прямая a и не лежащая на ней точка A (рис. 2.1). Дока-

жем, что через прямую a и точку A проходит плоскость.

Отметим на прямой a две произвольные точки B и C. Точки A, B и 

C не лежат на одной прямой. Тогда по аксиоме А3 через точки A, B и C 

проходит некоторая плоскость . Две точки B и C прямой a принадлежат 

плоскости . Тогда по аксиоме А4 плоскости  принадлежит и прямая a. 

Итак, через прямую a и точку A проходит плоскость .

Докажем, что  — единственная плоскость, проходящая через пря-

мую a и точку A. Предположим, что существует ещё одна плоскость  та-

кая, что a     и A    . Плоскость  проходит через точки A, B и C. Таким 

образом, через точки A, B и C, не лежащие на одной прямой, проходят 

две плоскости  и , что противоречит аксиоме А3. Следовательно, наше 

предположение неверно, и плоскость  является единственной плоско-

стью, проходящей через прямую a и точку A.  

Так же, как и в планиметрии, две прямые в пространстве называют 

пересекающимися, если они имеют общую точку. 

Задача. Докажите, что пересекающиеся прямые имеют только одну 

общую точку.

Решение. Пусть пересекающиеся прямые а и b имеют две общие 

точки А и В. Рассмотрим произвольную плоскость , проходящую через 

точки А и В. Тогда по аксиоме А4 плоскости  принадлежат прямые а и 

b. Получили, что в плоскости  две прямые имеют две общие точки, что 

противоречит соответствующей аксиоме планиметрии.  

Теорема 2.2

Через две пересекающиеся прямые проходит плоскость и притом 

только одна.
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Доказательство

Пусть даны две прямые a и b, пересекающиеся в точке M (рис. 2.2). 

Докажем, что через прямые a и b проходит плоскость.

Отметим на прямой a точку A, отличную от точки M. Точка A не 

принадлежит прямой b, так как у прямых а и b только одна общая точка 

М. Тогда по теореме 2.1 через точку A и прямую b проходит некоторая 

плоскость . Две точки M и A прямой a принадлежат плоскости . Тогда 

по аксиоме А4 прямая a также принадлежит плоскости . Итак, через 

прямые a и b проходит плоскость .

Докажем, что  — единственная плоскость, проходящая через пря-

мые a и b. Предположим, что существует ещё одна плоскость  такая, что 

a     и b    . Плоскость  проходит через прямую b и точку A. Таким об-

разом, через прямую b и не лежащую на ней точку A проходят две плос-

кости  и , что противоречит теореме 2.1. Следовательно, наше предпо-

ложение неверно, и плоскость  является единственной плоскостью, про-

ходящей через прямые a и b.  

Из аксиомы А3 и теорем 2.1 и 2.2 следует, что плоскость одно-
значно определяется:

1) тремя точками, не лежащими на одной прямой;

2) прямой и не лежащей на ней точкой;

3) двумя пересекающимися прямыми.

Таким образом, мы указали три способа задания плоскости.

1. Какие следствия из аксиом стереометрии вы знаете?

2. Укажите способы однозначного задания плоскости.

2.1. Сколько плоскостей можно провести через данные прямую и точку?

2.2. Докажите, что через три точки, лежащие на одной прямой, можно 

провести плоскость. Сколько можно провести таких плоскостей?

2.3. Прямые AB и CD пересекаются. Докажите, что прямые AC и BD 

лежат в одной плоскости. 

Упражнения

α A

B

C

a

α
ba

M
A

2.1 2.2
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2.4. Центр O и хорда AB окружности лежат в некоторой плоскости. Ле-

жит ли в этой плоскости любая точка данной окружности? 

2.5. Сторона AC и центр O описанной окружности треугольника ABC 

лежат в плоскости . Лежит ли в этой плоскости вершина B?

2.6. Прямые a и b пересекаются. Все ли прямые, пересекающие прямые 

а и b, лежат в одной плоскости? 

2.7. Даны прямая a и точка A вне её. Докажите, что все прямые, кото-

рые про ходят через точку A и пересекают прямую a, лежат в одной 

плоскости.

2.8. Прямые m и n пересекаются в точке A. Точка B принадлежит пря-

мой m, точка C — прямой n, точка D — прямой BC. Докажите, что 

прямые m и n и точка D лежат в одной плоскости.

2.9. Прямые АВ и АС пересекают плоскость  в точках В и С, точки D 

и E принадлежат этой плоскости (рис. 2.3). Постройте точку пересе-

чения прямой DE с плоскостью ABC. 

2.10. Прямая BА пересекает плоскость  в точке A, прямая BC — в точ-

ке C (рис. 2.4). На отрезке AB отметили точку D, на отрезке BC — 

точку E. Постройте точку пересечения прямой DE с плоскостью .

2.11. Даны пять точек, не лежащих в одной плоскости. Какое наиболь-

шее количество из них может лежать на одной прямой?

2.12. Три прямые пересекаются в одной точке. Через каждые две из этих 

прямых проведена плоскость. Сколько всего плоскостей проведено?

2.13. Как при помощи двух нитей столяр может проверить, лежат ли кон-

цы четырёх ножек стула в одной плоскости?

2.14. Найдите ошибку на рисунке 2.5, если известно, что вершина D че-

тырёхугольника ABCD лежит в плоскости , вершины A, B и C не 

лежат в этой плоскости, прямая AB пересекает плоскость  в точке 

E, прямая BC — в точке F. Выполните правильный рисунок.

2.15. Найдите ошибку на рисунке 2.6, если известно, что прямые BP и 

CK пересекаются в точке E, прямая BP пересекает прямую AC в 

α D

C
E

A

B

α

A

B

C

E

D

2.3 2.4


