
3

Теория алгебраических дробей, с которой мы познакомились в предыдущем  пара-
графе, расширяет наши возможности при решении практических задач. В данном пун-
кте мы научимся решать задачи, математические модели которых содержат алгебра-
ические дроби. Раньше такие задачи нам уже встречались, но решить мы могли лишь 
некоторые из них и достаточно громоздкими способами – методом перебора, методом 
проб и ошибок. Теперь мы можем вывести удобный общий алгоритм их решения.

Рассмотрим вначале следующую задачу.

Задача.
Длина стороны первого квадрата на 3 см больше, чем длина стороны второго квад-

рата. Если площадь первого квадрата уменьшить на 7 см 2 и разделить на длину сторо-
ны второго квадрата, то результат окажется на 12 см больше, чем результат от деления 
площади некоторой фигуры, равной 2 см 2, на длину стороны второго квадрата. Найти 
площадь второго квадрата.

Решение:
Пусть длина стороны первого квадрата равна х, тогда длина стороны второго квад-

рата равна х – 3. Так как обе длины – величины положительные, х > 3.
Математическая модель задачи будет выглядеть следующим образом:

х
х х

x

2 7

3

2

3
12

3

−
−

=
−

+

>






   (х – 3)2 =?

Для того чтобы ответить на вопрос задачи, нам надо найти корни полученного 
уравнения. Общего способа его решения у нас нет, так как оно содержит дробно-раци-
ональные выражения. Вместе с тем такие уравнения встречаются достаточно часто, 
поэтому нам надо научиться их решать.

Сначала введём определение уравнений нового типа.

5.2.1. Дробно-рациональные уравнения

Тот, кто ищет методы, не имея в виду какой-либо 
конкретной задачи, в большинстве случаев терпит неудачу.

Дэвид Гильберт (1862–1943),
немецкий математик

§ 2. Дробно-рациональные уравнения

Глава 5
Рациональные уравнения и неравенства
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Определение 1. Уравнение, одна из частей которого является целым рациональным 

выражением, а другая дробно-рациональным или обе части которого являются дробно-
рациональными выражениями, называется дробно-рациональным уравнением.

Например, дробно-рациональными являются следующие уравнения:
x
x
−
+

=2

3
0;  5

2 4

3 7
14y

y
y

= +
−

+ ;  
6 5

11 2 12

х у
ху

ху
х у

+ =
+

.

При этом в первых двух уравнениях используется только одна переменная. По-
этому их называют дробно-рациональными уравнениями с одной переменной. Именно 
такие уравнения мы и рассмотрим в данном пункте.

Уравнение нового типа отличается от известных нам уравнений – в нём содержатся 
дробно-рациональные выражения, которые теряют смысл при значении переменной, 
обращающей знаменатель в ноль. Поэтому, решая дробно-рациональное уравнение, нужно 
следить за тем, чтобы среди его корней таких значений не оказалось. Для построения нового 
алгоритма нам необходимо ввести понятие области допустимых значений уравнения.

Определение 2. Областью допустимых значений (ОДЗ) уравнения называется 
множество значений переменной, при которых имеют смысл все выражения, входя-
щие в уравнение.

Из этого определения следует, что для нахождения ОДЗ дробно-рационального 
уравнения надо найти пересечение областей определения всех алгебраических дробей, 

стоящих в его левой и правой частях. Так, ОДЗ уравнения 
x
x x

2 7

3

2

3
12

−
−

=
−

+ , получен-

ного в задаче, представляет собой множество всех чисел, не равных 3: х ≠ 3.
Чтобы понять, как решать уравнения нового типа, вспомним, как решаются уже 

известные нам аналогичные уравнения с дробями, знаменатели которых не содержали 
переменной, например:

x x− = +7

6

2

3

2

9

3 6 2( ( (

   _   
3 7

18

12

18

4

18

( )x x− = +    _   3х – 21 = 12 + 4х   _   х = –33.

Мы умножили обе части уравнения на наименьший общий знаменатель данных 
дробей, равный 18, привели уравнение к целым коэффициентам, а затем нашли х.

Попробуем теперь решить уравнение нового типа, применяя тот же способ на об-
ласти его допустимых значений: х ≠ 3.

Приведём все слагаемые к общему знаменателю х – 3:

x
x x

2 7

3

2

3
12

−
−

=
−

+  _ 
x
x

x
x

2 7

3

2 12 3

3

−
−

= + −
−
( )

.

Домножая обе части уравнения на общий знаменатель, получим:

x2 – 7 = 2 + 12 (x – 3) _ х 2 – 12х + 27 = 0.

Найдем корни квадратного уравнения по теореме, обратной теореме Виета:

х = 3 или х = 9.

Проверим, что полученные корни принадлежат ОДЗ уравнения (х ≠ 3). Корень х = 3 
не принадлежит ОДЗ, и его нужно исключить из множества решений. Такие корни на-
зывают посторонними корнями. Корень х = 9 принадлежит ОДЗ. Именно он и будет 
решением исходного уравнения.
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Мы приходим к следующему алгоритму.

Алгоритм решения дробно-рациональных уравнений
1. Найти ОДЗ уравнения.
2. Привести обе части уравнения к общему знаменателю.
3. Домножить обе части уравнения на общий знаменатель.
4. Найти корни полученного уравнения.
5. Проверить, принадлежат ли найденные корни ОДЗ.
6. Записать в ответе те из найденных корней, которые принадлежат ОДЗ.

Теперь вернёмся к задаче, рассмотренной в начале пункта. Чтобы завершить её ре-
шение, нам осталось проверить, что найденный нами корень 9 удовлетворяет второму 
неравенству из математической модели: 9 > 3 (истинно).

Найдем требуемую в условии задачи величину: (х – 3) 2 = (9 – 3) 2 = 36.
Ответ: площадь второго квадрата равна 36 см 2.
Для решения задачи мы вывели общий алгоритм решения дробно-рациональных 

уравнений, основанный на преобразовании дробно-рациональных выражений к це-
лым на ОДЗ уравнения. Однако в ряде случаев дробно-рациональное уравнение удоб-
нее решать, пользуясь условием равенства дроби нулю:

A
B

A

B
= ⇔

=
≠





0
0

0

В соответствии с этим алгебраическая дробь равна нулю при тех, и только тех значениях 
переменных, при которых её числитель равен нулю, а знаменатель нет. Значит, если дроб-

но-рациональное уравнение удаётся свести к виду 
A x
B x

( )

( )
 = 0, то мы сразу можем перейти 

к решению системы: целого рационального уравнения A(x) = 0 и неравенства B(x) ≠ 0.

A x

B x

A x

B x

( )

( )

( )

( )
= ⇔

=
≠





0
0

0

Поэтому, чтобы решить дробно-рациональное уравнение, можно собрать все его чле-
ны в левой части, привести дроби к общему знаменателю, а затем перейти к решению 
системы, равносильной исходному уравнению. Например, уравнение, полученное нами 
выше при решении задачи, можно решить с помощью этого способа следующим образом:

x
x x

x
x x

x x
x

x

2 2 2

2

7

3

2

3
12

7

3

2

3
12 0

7 2 12 3

3
0

−
−

=
−

+ ⇔ −
−

−
−

− = ⇔ − − − −( )
−

= ⇔

⇔ −112 27

3
0

12 27 0

3

2x
x

x x

x
+

−
= ⇔

− + =
≠







Уравнение х 2 – 12х + 27 = 0, как мы видели, имеет два корня, поэтому система рас-
падается на две системы:

x x

x

x x

x

x

x

2 12 27 0

3

3 9

3

3

3

− + =
≠






⇔

= =
≠





⇔
=
≠





или
 или 

x

x

=
≠





9

3
.

Первая система не имеет решения, а вторая – имеет решение х = 9. Значит, мы 
получили тот же самый ответ, что и в предыдущем случае: исходное уравнение имеет 
один корень х = 9.
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Таким образом, решение дробно-рационального уравнения можно свести к реше-

нию системы посредством следующего алгоритма.

Алгоритм решения дробно-рациональных уравнений
(с помощью условия равенства дроби нулю)

1.  Перенести все слагаемые из правой части в левую, изменив их знаки на 
противоположные.

2. Привести все слагаемые в левой части уравнения к общему знаменателю 

(тем самым записать уравнение в виде 
A
B
= 0 ).

3. Составить систему 
A

B

=
≠





0

0
.

4. Решить первое уравнение системы и проверить, удовлетворяют ли полу-
ченные корни второму соотношению системы.

5. Записать в ответ те из найденных корней, которые удовлетворяют второ-
му соотношению системы.

Мы получили два способа решения дробно-рациональных уравнений, основанные 
на преобразовании дробных выражений в целые с учётом ОДЗ и на условии равенства 
алгебраической дроби нулю.

Пример 1.

Решить уравнение: 
4

2
3

3 8

4

2

2x
x

x+
+ = −

−
.

Решение:

Способ 1.

4

2
3

3 8

4

2

2x
x

x+
+ = −

−
.

ОДЗ: х ≠ ±2.

4 2 3 4

2 2

3 8

2 2

2 2( ) ( )

( )( ) ( )( )

x x
x x

x
x x

− + −
− +

= −
− +

4х – 8 + 3х 2 – 12 = 3х 2 – 8
4х – 12 = 0
х = 3
3 ∈ ОДЗ.
Ответ: 3.

Способ 2.
Перенесём все слагаемые из правой части в левую и приведём их к общему знаме-

нателю:

4

2
3

3 8

4
0

4 2 3 4 3 8

2 2
0

4

2

2

2 2

x
x

x
x x x

x x
x

+
+ − −

−
= ⇔ −( )+ −( )− −( )

−( ) +( ) = ⇔

⇔ −88 3 12 3 8

2 2
0

4 12

2 2
0

2 2+ − − +
−( ) +( ) = ⇔ −

−( ) +( ) =
x x

x x
x

x x
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Составим и решим систему:

4 12 0

2 2 0

x

x x

− =
− + ≠



( )( )

 _ 
x

x x

=
− + ≠





3

2 2 0( )( )
 _ х = 3

Ответ: 3.

Напомним, что равносильными называются уравнения, множества решений 
которых совпадают. А преобразование уравнения называется равносильным, если 
оно приводит к уравнению, равносильному данному.

При решении сложных, в том числе дробно-рациональных, уравнений нам по-
требуются следующие понятия.

Определение 3. Уравнение A является следствием уравнения B, если все корни 
уравнения B являются корнями уравнения A.

Определение 4. Уравнения называются равносильными на множестве M, если 
множества корней этих уравнений, принадлежащих множеству M, совпадают.  

Например, уравнение х2 = 4 является следствием уравнения х = 2 (из равенства 
чисел следует равенство их квадратов), но эти уравнения не равносильны (у первого 
уравнения есть решение х = –2, не являющееся решением второго). При этом эти 
уравнения равносильны на множестве M = [0; +∞).

Аналогично, уравнение х2 – 1 = 0 является следствием уравнения x

x

2 1

1
0

−
−

= , но 

эти уравнения не являются равносильными. При этом данные уравнения равно-

сильны на ОДЗ х ≠ 1 исходного уравнения x
x

2 1

1
0

−
−

= .

При решении уравнений нужно либо следить за равносильностью преобразова-
ний, либо после решения уравнения-следствия сделать проверку найденных кор-
ней, подставив их в исходное уравнение.

1) Какие из дробно-рациональных выражений не имеют смысла при  
х = 3?

а) 
x

x
−3

; б) 
x

x−3
; в) x

x
− +

−
3

3

10
; г) 

1

92x −
.

2) Может ли –3 являться корнем уравнения 
x
x x

x
x

+
−

+
−

=
+

1

2 6

9

9 2 62 ? 

3) Укажите значения х, при которых потеряют смысл дробно-рациональные 

выражения, входящие в уравнение 
2 2

3

18

9

6

32

x
x x

x
x

−
+

+
−

= −
−

.

4) Укажите множество значений переменной, при которых имеют смысл все 

выражения, входящие в уравнение 
2 2

3

18

92

x
x x

−
+

=
−

.

5) Предположите, какое множество значений переменной называют областью 
допустимых значений уравнения. Проверьте свое предположение с помощью 
учебника.

К 1
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Проанализируйте таблицу и попытайтесь составить определение дробно-рацио-
нальных уравнений, сопоставьте свой вариант с определением, приведённым 
в учебнике.

Рациональные уравнения
Целые уравнения Дробно-рациональные уравнения

2х – 7 = 0

1

2
х – 5 = х – 4

x 2 – 2x + 0,75 = 0

x x− + = +1

5
3

5

2

1

1
0

x+
=

2
5 3

x
x− =

2

2

1 5

2x x x x−
+ =

−( )
x
x x

x
x

+
−

+
−

=
+

1

4

9

16 2 82

а) Чем похожи и чем отличаются данные уравнения:
x x− + = +3

5

1

4

5

20
 и 

x
x x

x
x x

−
−

+ = −
−

6

4

1 12

4( )
?

Укажите область допустимых значений для каждого из уравнений.

б) Решите уравнение 
x x− + = +3

5

1

4

5

20
 известным вам способом.

в) Решите данным способом дробно-рациональное уравнение 
x
x x

x
x x

−
−

+ = −
−

6

4

1 12

4( )
. 

Какие дополнительные шаги необходимо выполнить при его решении?

г) Подойдёт ли способ, который вы использовали при решении этого уравнения 
для решения всех дробно-рациональных уравнений? Составьте алгоритм решения 
дробно-рациональных уравнений и сопоставьте его с алгоритмом на с. 5.

1) При каких значениях переменной равна нулю дробь?

а) 
a−5

8
; б) 

x
x
+10

; в) 
2

5x−
; г) 

2 2

1

y
y
−
−

; д) 
а
b

.

2) Найдите корни уравнений, используя результаты выполнения предыдущего за-
дания:
a− =5

8
0 ; 

x
x
+ =10

0 ; 
2

5
0

x−
= ; 

2 2

1
0

y
y
−
−

= .

3) Используя идею решения предыдущих уравнений, решите дробно-рациональ-
ное уравнение:

1

1

4

1

2

1
0

2

2x
x x

x x−
+ + −

−
+

+
= .

4) Составьте ещё один алгоритм решения дробно-рациональных уравнений и сопо-
ставьте его с алгоритмом на с. 6.

Решите дробно-рациональное уравнение двумя различными способами:

3

8 5

5

2 7
0

−
+

−
=

x x
.

Какой из них вам больше понравился?

120

3

4

5

2
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а) Рассмотрите ещё один способ решения этого уравнения.
3

8 5

5

2 7
0

−
+

−
=

x x
.

ОДЗ: х ≠ 1,6; х ≠ 
2

7
.

3

8 5

5

7 2−
=

−x x
3 (7х – 2) = 5 (8 – 5х)
21х – 6 = 40 – 25х
46х = 46
х = 1; 1 ∈ ОДЗ.
Ответ: 1.
Какое свойство лежит в основе этого решения?

б) Укажите уравнение, при решении которого удобнее использовать основное свой-
ство пропорции:

5
6

11x
x

+ = ;  
4

9

1

3
1

2x
x
x−

+ +
−

= ;  
x
x

x
x

−
+

= −4

1

9
;  

4

9
0

2

−
−

=x
x

.

Решите дробно-рациональное уравнение:

а) 
5 25

1
0

2x x
x
+
+

= ; в) 
2

2

1
1

x x+
+ = ; д) 

x
x x x−

−
+

=
−2

7

2

8

42 ;

б) 
x x

x

2 4

4
0

−
−

= ; г) 1
3

4

3+
+

=
x x

; е) 
x

x x x−
+

+
=

−1

3

1

2

12 .

Решите дробно-рациональное уравнение:

а) 
2 7

9 14

1

3 2

1

12 2

x
x x x x x

−
− +

−
− +

=
−

;

б) 
x

x x x x
x

x x x
−

+ + +
+

−
= +

+ − −
1

3 3

1

1

1

3 33 2 4 3 2
.

Решите задачи № 9–13, составив дробно-рациональное уравнение.

а) Пешеход должен был пройти 6 км за определённый срок. Однако он задержался 
с выходом на полчаса, поэтому, чтобы прийти вовремя, он шёл со скоростью, пре-
вышающей намеченную на 1 км/ч. С какой скоростью шёл пешеход?
б) Поезд был задержан на станции на 20 минут. Чтобы наверстать потерянное 
время, машинист увеличил скорость на 10 км/ч и на отрезке пути в 100 кило-
метров ликвидировал отставание. С какой скоростью поезд шёл до задержки на 
станции?

а) Катер прошёл 27 км по течению реки и 42 км против течения, затратив на путь 
по течению на 1 ч меньше, чем на путь против течения. Какова скорость катера 
против течения реки, если скорость течения реки равна 3 км/ч?
б) Прогулочный теплоход в 10:00 вышел вниз по течению реки из пункта А 
в пункт В. Пробыв в пункте В 3 часа, теплоход отправился назад и вернулся 
в пункт А в 22:00. Определите собственную скорость теплохода, если известно, 
что скорость течения реки 1,5 км/ч, а расстояние между пунктами А и В равно 
32,4 км (ответ выразите в км/ч).

6

7

8

9

10
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Глава 5, §2, п.5.2.1

а) Завод заключил договор на выполнение 180 станков к определённому сроку. 
Перевыполняя запланированную дневную норму на 2 станка, завод выполнил 
заказ на 1 день раньше срока. За сколько дней завод выполнил заказ?
б) Через две трубы треть бассейна наполнится за 2 ч. За сколько часов каждая тру-
ба наполнит бассейн, если одной потребуется на 9 ч больше, чем другой?

Последовательно составьте математические модели каждой из задач и решите по-
следнюю из них:
1) Из пунктов А и В, расстояние между которыми составляет 6 км, вышли одновре-
менно навстречу друг другу два пешехода. Скорость первого на 3 км/ч больше ско-
рости второго, и поэтому он потратил на путь на 1 час меньше, чем второй. Сколько 
времени был в пути второй пешеход, если шли они по одной и той же дороге?
2) Железнодорожные пути между пунктами А и В проходят только по одному 
маршруту, длиной в 324 км. Из пункта А в пункт В выехал поезд. Через 1 ч 30 мин 
из пункта В в пункт А выехал второй поезд. В пункты назначения они прибыли 
одновременно. Найдите скорость второго поезда, если она на 5 м/с больше скоро-
сти первого (ответ выразите в км/ч).
3) Из двух пунктов, расстояние между которыми равно 30 км, выехали навстречу 
друг другу велосипедист и мотоциклист. Мотоциклист выехал на 40 минут поз-
же велосипедиста. Встретились они на середине пути. Скорость мотоциклиста на 
30 км/ч больше скорости велосипедиста. Найдите их скорости, если эти пункты 
соединяет только одна дорога.

Последовательно составьте математические модели каждой из задач и решите по-
следнюю из них.
1) Два велосипедиста одновременно выехали из пункта А в пункт В, расстояние 
между которыми равно 45 км. Скорость первого на 3 км/ч больше скорости вто-
рого, поэтому он прибыл в пункт В на 30 мин раньше второго. Найдите скорость 
второго.
2) Из города А в город В, расстояние между которыми равно 120 км, выехал автобус. 
Через 1 ч вслед за ним по той же дороге выехала легковая машина, скорость кото-
рой на 20 км/ч больше, чем скорость автобуса. Легковая машина прибыла в пункт 
В одновременно с автобусом. Найдите скорости автобуса и легкового автомобиля.
3) Из пункта А в пункт В, расстояние между которыми равно 60 км, выехал авто-
бус. А через 20 минут вслед за ним выехал легковой автомобиль, скорость которо-
го на 20 км/ч больше скорости автобуса. Автобус пришел в пункт В на 10 минут 
позже легкового автомобиля. Найдите скорости автобуса и легкового автомобиля.

Запишите выражение в виде алгебраической дроби:

а) 
a
b

3

4

4








 ;  б) −











m s
a

2 5

3

3

6
;  в) −









 ⋅ −











2

3

2 3 3

3

2
a

bn
n
a b

.

Упростите выражение:

а) 
m
m

m
m
m

+
−

⋅ −
+







2

3

5

2
;  б) 

b
b

b
b

b
b

−
+

− +
−





 −

2

2

2

2 4

2

2
: .

Разделите многочлен на многочлен:
а) (3х 3 + 2х 2 – х – 4) : (х – 1);  б) (х 5 – 3х 4 – 3х 2 – 5х + 2) : (х + 2).

11

12

13

П 14

15

16
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Глава 5, §2, п.5.2.1

Выделите целую часть алгебраической дроби:

а) 
x x x

x

3 22 2

2

− − +
+

;  б) 
x x x

x

5 43 3 5

5

− + −
−

.

Решите систему, используя подходящую замену переменных:

а) 

1 5
2

1 6
9

х у

х у

+ = −

− =










;  б) 

х
х

у
у

х у

− + − =

− = −










1

2

1

3
1

3 2
0 2,

;  в) 

5

2

6

2
3

1

2

18

2
5

х у у х

х у х у

+
+

−
=

+
−

−
= −










.

Решите задачу, составив систему уравнений.
а) Сумма двух чисел равна –10. Если из большего числа вычесть меньшее, то полу-
чится 120. Найдите эти числа.
б) В билетной кассе железнодорожного вокзала в первой половине дня продали 
25 взрослых и 12 детских билетов до Санкт-Петербурга, а во второй половине 
дня – 15 взрослых и 20 детских билетов. При этом выручка в первой половине дня 
оказалась на 10 080 рублей больше, чем во второй половине дня. Каковы стоимость 
детского и взрослого билетов, если стоимость детского билета составляет 35% 
стоимости взрослого билета?

В колбе было 150 г 80%-го раствора кислоты. Лаборант отлил из колбы некоторое 
количество раствора и затем добавил в неё столько же воды, чтобы получить 60%-й 
раствор кислоты. Сколько граммов воды добавил лаборант?

Решите дробно-рациональное уравнение:

а) 
x x

x

2 7

7
0

−
+

= ; г) 1
2

4

5+
+

=
x x

;

б) 
x x

x

2 2

2 4
0

+
+

= ; д) 
x

x x x−
−

+
=

−3

5

3

18

92 ;

в) 
3

2 1

1

1
4

x x+
+

+
= ; е) 

x
x x x

2

2 2 41

4

1

2

1−
−

+
=

−
.

Решите уравнение:

а) 
x

x x x x x
+
+

−
+

+ =3 12

3

1
0

2 2 ; б) 
x
x x xx
+
−

+ =
−+ +

2

1

3

1

1

13 2
.

Товарный поезд был задержан в пути на 18 минут, но затем на оставшихся 60 км 
пути наверстал упущенное время, увеличив скорость на 10 км/ч. Найдите перво-
начальную скорость поезда.

Катер прошёл 8 км по течению реки и 16 км против течения реки, затратив на весь 

путь 1
1

3
 ч. Какова скорость катера по течению, если собственная скорость катера 

равна 20 км/ч?

Завод заключил договор на выполнение 800 запасных деталей к определённому 
сроку. Перевыполняя запланированную дневную норму на 20 деталей, завод 
выполнил заказ на 2 дня раньше срока. За сколько дней завод выполнил этот 
заказ?

17

18

19

20

Д 21

22

23

24

25



12

Глава 5, §2, п.5.2.1

Сравните условия задач. Составьте математические модели обеих задач и решите 
одну из них.
1) Из пункта А в пункт В, расстояние между которыми 20 км, выехал мотоциклист. 
Через 6 минут вслед за ним выехал автобус, скорость которого на 10 км/ч больше 
скорости мотоциклиста. Найдите скорости автобуса и мотоциклиста, если автобус 
приехал в пункт В на 4 минуты раньше мотоциклиста.
2) Из двух пунктов, расстояние между которыми равно 24 км, выехали навстре-
чу друг другу два велосипедиста. Скорость первого, который выехал на 20 минут 
раньше второго, на 6 км/ч меньше скорости второго. Встретились они на середине 
пути. Найдите их скорости.
Выполните действия:

а) 
b a

аb
b a

аb
− − −3

2 2
; ж) 

z s
t k

zs s
t k

2 2 2

5 5

−
+

−
+

: ;

б) 
3

12

3 2

82 2

− − +p
p

p
p

; з) 
a d

y yr r
a ad d

y r

3 3

2 2

2 2

2

−
+ +

+ +
+

: ;

в) 
m n
mn

n m
m n

− − −
2 2 ; и) 

4 2

8

4

2

2 2

3 3

2 2

2

b ab a
a b

a b

a b

− +
+

−
−( )

;

г) 
x
x x x
+
−

−
−

2

9

2

32 2 ; к) 
3 12

8

3 6

4 2

2 3

3 3

2

2 2

xy x
x y

x xy
x xy y

−
−

+
+ +

: ;

д) 
3

2

4

9

2 4

3

d
k

k
d

⋅ ; л) 
a

a a
a a

a a
−

− −
⋅ + +

+
6

30

10 25

3 152

2

2 ;

е) 
c

v v
v
c c

2

5 3

2

2

1 1−
+

⋅ +
−

; м) 
a
a

a a
a

4

3

21

1

1

1

−
−

⋅ + +
+

.

Выделите целую часть алгебраической дроби:  
3 19

3

3 2x x x
x

+ − +
+

.

Решите систему, используя подходящую замену переменных:
1

2

5

1
1

5

2

3

1
2

х у

х у

+
−

−
=

+
+

−
= −










.

Решите задачу, составив систему уравнений.
а) Скорость моторной лодки по течению реки составила 20 км/ч, а против тече-
ния – 15 км/ч. Найдите собственную скорость лодки и скорость течения реки.

б) На двух полках 64 книги. Если переставить со второй полки третью часть книг 
на первую, то на первой станет в три раза больше книг, чем останется на второй. 
Сколько книг было на каждой полке?

При каких значениях параметра a уравнение 
1 1

1

2

1х а х х а х−
+

−
=

− −( )( )
не имеет решения?

Найдите все тройки положительных чисел, для которых выполняется равенство 
a a b b c c a a b b c c2 2 2( 1) ( 1) ( 1) = ( 1) ( 1) ( 1)− + − + − − + − + − .

26

27

28
29

30

31C

32
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Глава 5, §2, п.5.2.2

В предыдущем пункте мы вывели алгоритмы решения дробно-рациональных урав-
нений, основанные на преобразовании дробных выражений к целым с учётом ОДЗ и на 
условии равенства алгебраической дроби нулю. Но известны и другие способы реше-
ния дробно-рациональных уравнений, которые позволяют в ряде случаев существенно 
упростить решение. Познакомимся с несколькими такими способами на конкретных 
примерах.

Замена переменной

При решении дробно-рациональных уравнений нередко эффективной бывает уже 
знакомая нам замена переменной.

Пример 1. 

Решите уравнение: 
7

4
3

2

4
5 9

x x−
=

−
−




+ .

Решение:

Заметим, что, обозначив 
1

4x−
 с помощью новой переменной у, то есть сделав 

замену y
х

=
−
1

4
, мы сможем представить наше уравнение в виде

7у = 3 (2у – 5) + 9.

Тем самым от дробно-рационального уравнения с переменной х мы перешли 
к линейному уравнению с переменной у. Решим последнее уравнение.

7у = 3(2у – 5) + 9   _   7у = 6у – 15 + 9   _   у = –6.

Вернемся к переменной х. Так как y
х

=
−
1

4
, то 

1

4x−
 = –6. Мы получили уравне-

ние, равносильное данному, но имеющее существенно более простой вид:
1

4
6

x−
= − .

Решим его по известному алгоритму. ОДЗ полученного уравнения: х ≠ 4.

1 = –6 (х – 4)   _   1 = –6х + 24   _   –6х = –23   _   x x= ⇔ =23

6
3

5

6
.

Так как 3 5
6

4≠ , то полученное значение х является корнем исходного уравнения.

Ответ: 3
5

6{ }.

5.2.2.* Способы решения дробно-рациональных уравнений

Мне кажется, что, как правило, следует всегда 
выбирать простейший путь, 

а при одинаковых трудностях – наиболее ясный…

Лазар Карно (1753–1823),
французский государственный деятель, инженер и учёный
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Глава 5, §2, п.5.2.2
В рассмотренном примере мы ввели новое обозначение для алгебраической дроби. 

Иногда же для упрощения решения уравнения бывает полезно обозначить новой пере-
менной более сложное повторяющееся выражение.

Пример 2.

Решите уравнение 
1

3
8

1

2
8

5

24x
x

x
x

− +
−

+ +
= .

Решение:

Сделав замену t x
x

= + 8
, мы можем упростить первоначальное уравнение:

1

3

1

2

5

24t t−
−

+
= .

Найдем ОДЗ полученного уравнения: t ≠ 3, t ≠ –2.
Приведем обе части уравнения к общему знаменателю, равному 24(t – 3)(t +2), 

и домножим на него обе части уравнения:

24(t + 2) – 24(t – 3) = 5(t – 3)(t + 2).

Упростим полученное уравнение и найдём его корни:

120 = 5(t2 – 3t + 2t – 6)   _   t2 – t – 30 = 0   _   t1 = 6, t2 = – 5.

Полученные корни не равны ни 3, ни –2, то есть оба принадлежат ОДЗ. Поэтому 
исходное уравнение распадается на два уравнения. Решим их.

1) x
x

+ =8
6 = 6

ОДЗ: x ≠ 0
x2 – 6x + 8 = 0
По теореме, обратной теореме Виета:
x1 = 2, x2 = 4

 

2) x
x

+ = −8
5

ОДЗ: x ≠ 0
x2 + 5x + 8 = 0
D = 25 – 32 < 0
∅

Корни первого уравнения не равны нулю, значит, они принадлежат ОДЗ и являют-
ся корнями исходного уравнения. Второе уравнение не имеет корней.

Ответ: {2; 4}.

Иногда замена переменных бывает не столь явной, и прежде чем понять, какое вы-
ражение удобно заменить новой переменной, уравнение требуется преобразовать.

Пример 3.

Решите уравнение: 
x x

x
x

x x

2

2

2

4 3
5

16 12

2

−
−

+ = −
−

.

Решение:
Преобразуем данное уравнение:

x x
x

x
x x

x x
x

x
x x

x x
x

2

2

2

2

22

4 3
5

16 12

2

2

4 3
5

4 4 3

2

2

4 3

−
−

+ = −
−

⇔ −
−

+ = −
−

⇔ −
−

( ) ++ =
−
−

5
4

2

4 3

2x x
х

.
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Глава 5, §2, п.5.2.2

Теперь легко видеть, что удобно сделать замену t
x x

x
= −

−

2 2

4 3
, тогда уравнение при-

мет вид t
t

+ = −5
4

. Решим его.

ОДЗ: t ≠ 0.
Домножим на t обе части уравнения и найдём его корни:

t2 + 5t + 4 = 0   _   t1 = –1, t2 = –4. 

Полученные корни не равны 0, то есть оба принадлежат ОДЗ. Поэтому исходное 
уравнение распадается на два уравнения. Решим их.

1) 
x x

x

2 2

4 3
1

−
−

= −

ОДЗ: x ≠ 0,75
x2 – 2x = –4x + 3
x2 + 2x – 3 = 0
x1 = 1, x2 = –3.

 

2) 
x x

x

2 2

4 3
4

−
−

= −

ОДЗ: x ≠ 0,75
x2 – 2x = – 4(4x + 3)
x2 + 14x – 12 = 0
x1 2 7 61, = − ±

Все полученные корни не равны 0,75, то есть принадлежат ОДЗ.

Ответ: {1; –3; − +7 61 ; − −7 61 }.

Как мы видим, при использовании метода замены переменной нет необходимости 
сразу выписывать ОДЗ исходного уравнения. Достаточно сначала найти ОДЗ уравне-
ния, полученного в результате замены переменной, а потом ОДЗ одного или несколь-
ких уравнений, полученных после возврата к «старой» переменной.

*  *  *
Одним из эффективных способов решения дробно-рациональных уравнений является 

выделение целой части алгебраической дроби.

Выделение целой части

Пример 4.

Решите уравнение: 12 31

3 9

6 23

3 9

10 9

2 2

6 7

2 2

x

x

x

x

x

x

x

x

−
−

− +
+

= −
−

− +
+

.

Решение:

Найдем ОДЗ – это множество рациональных чисел, кроме х = 3; х = –3; х = 1; х = –1.
Выделим целые части во всех алгебраических дробях. Для этого разделим «в столбик» их 

числители на знаменатели.
На ОДЗ данного уравнения мы можем разделить числители всех алгебраических дробей на 

их знаменатели. Тогда получаем:

4
5

3 9
2

5

3 9
5

1

2 2
3

1

2 2

5

3 3

5

3 3

1

2 1

1

2
+

−
− −

+
= +

−
− −

+
⇔

−
−

+
=

−
−

x x x x x x x( ) ( ) ( ) (( )x +1
.

Приведём каждую часть полученного уравнения к общему знаменателю и упростим полу-
чившееся уравнение:

5 3 5 3

3 9

1 1

2 12 2

( ) ( )

( )

( )

( )

x x

x

x x

x

+ − −
−

= + − −
−

 ⇔ 10

9

1

12 2x x−
=

−
.
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Глава 5, §2, п.5.2.2

Теперь воспользуемся основным свойством пропорции. Это можно сделать, так как на ОДЗ 
знаменатели дробей не равны нулю. Тогда получаем следующее уравнение:

10 (х 2 – 1) = х 2 – 9

Преобразуем это уравнение и найдём его корни:

10x2 – 10 = x2 – 9   _   9x2 – 1 = 0   _   (3x – 1)(3x + 1) = 0   _   x = 1

3
 или x = −1

3
.

Полученные корни принадлежат ОДЗ.

Ответ: −{ }1

3

1

3
; .

При решении дробно-рациональных уравнений часто бывает полезным комбинирование 
способов выделения целой части и замены переменной.

Выделение целой части и замена переменной

Пример 5.

Решите уравнение: 4 9

3
5

6

3

x

x x

−
+

= +
+

.

Решение:
Найдем ОДЗ: х ≠ –3.

Выделим целую часть дроби 
4 9

3

x

x

−
+

. Для этого разделим «в столбик» её числитель на знаме-

натель:

–4x – 9         x + 3  
   4x + 12      4
             –21

Тогда на области допустимых значений данного уравнения оно преобразуется к виду:

4
21

3
5

6

3
−

+
= +

+x x
.

Обозначив y
х

=
+
1

3
, сделаем замену переменной и решим полученное уравнение:

4 – 21у = 5 + 6у   _   4 – 5 = 21у + 6у   _   27у = –1   _   y = − 1

27

Теперь вернёмся к «старой» переменной: 1

3

1

27x +
= − .

Так как х ≠ –3, воспользуемся основным свойством пропорции и решим полученное урав-
нение:

– (х + 3) = 27   _   –х – 3 = 27   _   –х = 30   _   х = –30.

Так как –30 принадлежит ОДЗ, то –30 является корнем исходного уравнения.

Ответ: {–30}.

Проанализируйте уравнение: 
7

4
36

2

4
5 9

x x−
=

−
−




+7

4
36

2

4
5 9

x x−
=

−
−




+ .

1) Что интересного вы замечаете в записи этого уравнения?
2) Какой приём поможет упростить решение этого уравнения?
Решите данное уравнение с помощью этого приема. Сравните свой способ реше-
ния со способом, предложенным на с. 13.

К 33
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Решите уравнение с помощью замены переменной:

а) −
−

= −
−

+





2

4
13 4

2

4
1

x
x

x
x

; 

б) x x
x x

2
2

2
3

2
2− −

−
= .

Решите уравнение с помощью замены переменной:

а) 
7
3

1

2
3

1

1

3х
x

х
x

− +
−

− −
= ; 

б) 
х х

x
x

х х

2

2

5

3 1

9 3

5
4

+
−

+ −
+

= .

Решите уравнение, используя выделение целой части алгебраической дроби:

а) 
3 1

2

2 1

2
9

x
х

x
х

−
−

+ −
+

= ; 

б) 
3 2

3
9

5

3

х
x х

+
−

− =
−

.

Велосипедист проехал 18 км с одной скоростью. А оставшиеся 6 км — со ско-
ростью, на 6 км/ч меньшей первоначальной. Найдите скорость велосипедиста 
на втором участке пути, если на весь путь он потратил 1,5 часа.

Решите систему уравнений:

а) 
3 1

4 2 7

x у

х у

− = −
+ =







 

  
; 

 б) 
5 4 1

3 9 2

x y

х у

− =

+ =






 

  1
;  

в) 
− + =

− =







3 4 1

5 3 13

х у

х у

  

  
.

Решите систему уравнений способом подстановки. Выполните проверку получен-
ного результата, решив систему способом алгебраического сложения:

х y z

x y z

x y z

+ + = −
− + − =

− + =









2 1

3 5 3 14

4 5 6 9.

Решите квадратное неравенство:

а) x 2 + 6x < 0; в) –3x 2 + 8x – 5 > 0;

б) x 2 + 15x + 56 l 0; г) x 2 + x +1 > 0.

34

35

36

П 37

38

39

40
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Решите уравнение:

а) 
14 7

5 2
2 5

4 2

5 2
1

x
x

x
x

−
+

− = −
+

−





; 

б) x x
x x

2
2

3
27

3
6+ −

+
= .

Решите уравнение:

а) 
1
2

2

8
2

1
3

х
x

х
x

+ −
+

+ +
= ; 

б) 
х х

x
x

х х

2

2

5

1

28 28

5
16 0

−
+

+ +
−

+ = .

Решите уравнение:

а) 
3 16

3

5 22

3
2

x
х

x
х

+
+

+ −
−

= ;

б) 
5 11

2 5
2

3

2 5

х
x х
+
+

= +
+

.

Велосипедист проехал с определённой скоростью 10 км от города до турбазы. Воз-
вращаясь обратно, он снизил скорость на 5 км/ч. На путь туда и обратно велоси-
педист затратил 1ч 40 мин. С какой скоростью возвращался велосипедист?

Решите систему уравнений:

а) 
2 5

3 2

х у

х у

+ =
− =







 

  4
;  б) 

2x у

х у

+ =

− =






 3

  6
.

Решите квадратное неравенство:

а) 4x 2 – 1 m 0; б) x 2 – 2x – 99 > 0; в) 3x 2 + 2x + 5 > 0.

Если в произведении двух чисел первый множитель увеличить на 1, а вто-
рой уменьшить на 1, то произведение увеличится на 2011. Как изменится 
произведение исходных чисел, если, наоборот, первый множитель умень-
шить на 1, а второй увеличить на 1?

У двух братьев день рождения в один день, но один родился в XX веке, а второй уже в 
XXI. На праздновании своего общего дня рождения они обнаружили, что и у того, и у 
другого возраст равен сумме цифр года рождения. Найдите разницу в возрасте братьев.

Докажите, что для любого натурального числа n можно выбрать такое натураль-
ное число a, чтобы число a n n n( ) ( )+ − + +1 12  нацело делилось на n 3.

Т Выполните тест № 7 для самостоятельной проверки знаний.

Д 41

42

43

44

45

46

47C

48

49
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Мы уже умеем решать линейные и квадратные неравенства, которые были полу-
чены нами как математические модели практических задач. В данном пункте мы рас-
ширим свои возможности по решению неравенств, возникающих в процессе математи-
ческого моделирования окружающего мира.

Рассмотрим, например, следующую задачу.

Задача.
Семья дачников пешком отправилась в путешествие к озеру, для этого им при-

шлось преодолеть расстояние в 6 км. На обратный путь они потратили на 1 ч больше, 
чем на путь к озеру. Разница между скоростью движения к озеру и скоростью на об-
ратном пути составила не менее 1 км/ч. Сколько времени они добирались к озеру?

Решение:
Пусть время, затраченное на путь к озеру, составило х ч, где х > 0. Тогда:

Расстояние, км Время, ч Скорость, км/ч

К озеру 6 х
6

x

Обратно 6 х + 1
6

1x+

По условию, разница между скоростью движения к озеру и скоростью на обратном 
пути составила не менее 1 км/ч. Следовательно, математическая модель задачи 
выглядит так:

6 6

1
1

0
x x
x

−
+

>







  l
   х – ?

При решении этой задачи нами получены так называемые рациональные неравен-
ства. Как и в случае рациональных выражений, выделяются целые и дробно-рацио-
нальные неравенства. Введём следующие определения.

Определение 1. Рациональным неравенством называется неравенство, обе части 
которого являются рациональными выражениями.

Определение 2. Целым неравенством называется рациональное неравенство, обе 
части которого являются целыми выражениями.

§ 3. Рациональные неравенства

5.3.1. Решение рациональных неравенств. Метод интервалов

Ни одна вещь не возникает, не уничтожается, 
но каждая составляется из смешения существующих вещей 

или выделяется из них.

Анаксагор (ок. 500–428 до н. э.),
древнегреческий философ
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Определение 3. Дробно-рациональным неравенством называется рациональное нера-

венство, одна из частей которого является целым рациональным выражением, а другая дроб-
но-рациональным или обе части которого являются дробно-рациональными выражениями.

Разберёмся сначала со способом решения целых неравенств. Некоторые из них – 
линейные и квадратные неравенства – мы уже умеем решать. Выведем на этой основе 
общий способ решения любых рациональных неравенств.

При решении квадратных неравенств мы использовали графики соответствующих 
функций. Например, чтобы решить неравенство x2 – 5x + 6 l 0, мы находили нули 
функции y = x2  – 5x + 6 и определяли её знак на каждом из образовавшихся интер-
валов (рис. 1). Корнями трёхчлена x2 – 5x + 6 являются числа 2 и 3 (точки на оси за-
крашены, так как неравенство нестрогое), ветви параболы направлены вверх. Поэтому 
неравенству удовлетворяет любой x из множества (– ∞; 2]  [3; + ∞).

 
 Рис. 1 Рис. 2

В общем случае график целой функции степени больше 2 построить непросто. Од-
нако, по сути, для решения неравенств требуется не сам график, а лишь знание интер-
валов по оси х, где многочлен сохраняет свой знак: «+» (положителен) или «–» (отри-
цателен). Такие интервалы называют интервалами (промежутками) знакопостоян-
ства. Попробуем их найти другим способом, без построения графика функции.

Разложим наш квадратный трёхчлен на множители, тогда:

x x x x2 5 6 0 2 3 0− + ⇔ −( ) −( )    l l .

Отметим на оси х закрашенными точками числа 2 и 3, где (х – 2)(х – 3) = 0, и опре-
делим знак каждого множителя и знак всего произведения на полученных промежут-
ках (рис. 2).

 х – 2 > 0    _    х > 2; х – 2 < 0    _    х < 2.
Значит, двучлен х – 2 положителен справа от своего корня 2 и отрицателен слева  

от 2. Аналогично, второй множитель х – 3 положителен справа от 3 и отрицателен сле-
ва от 3. Знак произведения определим по правилам знака произведения двух множи-
телей. Мы получаем тот же результат: (– ∞; 2]  [3; + ∞).

Приведённый способ решения неравенств называют методом интервалов. Как 
мы видели, он включает в себя следующие шаги:

1. Выделить на числовой оси х интервалы знакопостоянства.
2. Определить знак выражения на каждом из интервалов.
3. Выбрать те интервалы, которые соответствуют знаку неравенства.
4. Если неравенство нестрогое, включить в ответ концы интервалов.

Метод интервалов даёт нам ключ к решению любого целого неравенства. Действитель-
но, любой многочлен можно разложить в произведение линейных множителей и квадрат-
ных трёхчленов с отрицательным дискриминантом (примем пока это утверждение без до-
казательства), а их знаки мы определять умеем. Тогда знак всего многочлена мы найдём по 
известным нам правилам знака произведения, а затем просто выберем нужные интервалы.

Решим методом интервалов следующее целое неравенство.
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Пример 1.
Решить неравенство (2х – 1)2(х – 2)3(–5х + 15) < 0.
Решение:
1) Прежде всего упростим исходное неравенство, выполнив равносильные преоб-

разования.
Избавимся от отрицательного коэффициента при старшем члене третьего множи-

теля. Для этого умножим обе части неравенства на (–1), изменяя знак неравенства на 
противоположный. Получим неравенство:

(2х – 1)2(х – 2)3(5х – 15) > 0.

Разделив обе части равенства на 22 ∙ 5 = 20, приходим к неравенству, в левой части 
которого стоит произведение множителей вида (х – а)n:

(х – 0,5)2(х – 2)3(х – 3) > 0.

2) Найдём корни каждого множителя: х1 = 0,5, х2 = 2, х3 = 3, отметим их на оси х. 
Мы получим 4 промежутка, на каждом из которых знак выражения в левой части 
неравенства не меняется. Поскольку неравенство строгое, отмеченные точки не войдут 
в решение неравенства – «выколем» их.

3) Определим последовательно знаки каждого множителя и всего произведения на 
всех выделенных промежутках.

На самом правом промежутке все двучлены х – 0,5, х – 2, х – 3 положительны 
и поменяют знак с + на – при переходе через свои корни.

Выражение х – 2 поменяет свой знак при переходе через точку 2, значит, и множи-
тель (х – 2)3 в силу нечётности показателя степени его тоже поменяет.

Смены знака не будет только у квадрата двучлена х – 0,5, так как любая его чётная 
степень положительна при всех х ≠ 0,5.

Теперь, зная знаки множителей, мы можем определить знак всего произведения 
на каждом из промежутков. Получаем:

4) В соответствии со знаком неравенства выберем промежутки, на которых левая 
часть неравенства положительна, и запишем ответ:

Ответ: х ∈ (– ∞; 0,5)  (0,5; 2)  (3; + ∞).
Заметим, что знаки на выделенных интервалах можно было получить быстрее. По-

скольку все точки первого справа интервала расположены правее любого из отмечен-
ного нами корней, на нем любой из двучленов нашего неравенства вида х – а имеет 
знак «+». Значит, и знак произведения этих двучленов и их степеней тоже «+».

При этом смена знака одного из множителей приведёт к смене знака всего произве-
дения. Поэтому, зафиксировав знак «+» на самом правом интервале, знаки произведе-
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ния множителей вида (х – а)n на остальных интервалах можно определить без всяких 
вычислений по следующему правилу.

Правило смены знаков произведения множителей вида (х – а)n

При переходе через точку а знак произведения:
•  не меняется, если множитель (х – а) имеет чётную степень;
•  меняется на противоположный, если множитель (х – а) имеет нечётную 

степень.

В некоторых случаях, прежде чем применять метод интервалов, неравенство тре-
буется преобразовать. Решим следующий пример, используя приведённое правило 
«быстрого» определения знака произведения.

Пример 2.
Решить неравенство х(х 3 + 2) l 2х + 1.
Решение:
1) Перенесем все слагаемые влево и упростим полученное выражение:

х(х 3 + 2) l 2х + 1    _    х 4 + 2х – 2х – 1 l 0    _    х 4 – 1 l 0.

Разложим многочлен х 4 – 1, стоящий в левой части неравенства, на множители  
(x – 1)(x + 1)(x2 + 1).

Квадратный трёхчлен х 2 + 1 имеет отрицательный дискриминант, а старший ко-
эффициент а = 1 > 0, поэтому он всегда положителен, и при решении неравенства его 
можно не учитывать. Приходим к неравенству:

х 4 – 1 l 0    _    (x – 1)(x + 1)(x2 + 1) l 0    _    (x – 1)(x +1) l 0.

2) Отметим на числовой прямой точки 1 и –1, при которых (x – 1)(x +1) = 0. Учиты-
вая, что неравенство нестрогое, точки закрашиваем, их следует включить в решение 
неравенства.

На первом интервале справа ставим знак «+», а при переходе через каждую отме-
ченную нами точку меняем знак на противоположный.

3) Выберем промежутки, которые удовлетворяют знаку неравенства, и запишем 
ответ.

Ответ: х ∈ (–∞; –1]  [1; +∞).

Опыт решения примеров 1 и 2 показывает, что целое неравенство можно при-
вести к неравенству, в левой части которого стоит произведение множителей вида 
(х – а)n, а в правой части – 0, используя следующие равносильные преобразования:

•  слагаемые можно переносить из одной части неравенства в другую, изменяя 
знак на противоположный;

•  многочлены можно раскладывать на множители по изученным ранее пра-
вилам;

•  старшие коэффициенты всех множителей можно привести к 1 путем умноже-
ния и деления обеих частей неравенства на одно и то же число, отличное от 0 
(если число положительное, знак неравенства не меняется, а если отрицатель-
ное – меняется на противоположный);
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•  квадратный трёхчлен х 2 + pх + q с отрицательным дискриминантом D < 0 поло-

жителен на всей числовой прямой, поэтому на знак произведения он не влияет 
и при решении неравенства его можно отбросить2.

Знак произведения множителей вида (х – а)n в первом справа интервале всегда 
«+», а в остальных интервалах его можно определять автоматически по приведённому 
выше правилу смены знаков.

Итак, мы приходим к следующему алгоритму решения целых рациональных 
неравенств методом интервалов.

Алгоритм решения целых рациональных неравенств
методом интервалов

1. Используя равносильные преобразования, привести правую часть нера- 
венства к нулю, а левую – к произведению множителей вида (х – а)n, где  
n ∈ N.

2. Отметить на числовой прямой точки, при которых полученное произведе-
ние равно нулю (закрашенные либо выколотые в зависимости от строгости 
неравенства).

3. Указать знак «+» полученного произведения на первом справа интер-
вале.

4. Последовательно проставить знаки в остальных интервалах, пользуясь пра-
вилом смены знаков произведения множителей вида (х – а)n.

5. Определить по схеме интервалы и (или) точки, удовлетворяющие знаку 
неравенства (или то, что таких нет).

6. Записать ответ.

Перейдём теперь к решению дробно-рациональных неравенств. Очевидно, что лю-
бое дробно-рациональное неравенство можно привести путём равносильных преобра-
зований (перенос слагаемых, приведение к общему знаменателю) к одному из нера-
венств вида:

f x
g x

( )
( )

> 0, 
f x
g x

( )
( )

< 0, 
f x
g x

( )
( )

l 0, 
f x
g x

( )
( )

  m 0.

Поскольку знаки произведения и частного чисел совпадают, мы можем записать 
следующие утверждения для строгого и нестрогого неравенств > и l:

f x
g x

f x g x
( )
( ) > ⇔ ( )⋅ ( ) >0 0;                     

f x
g x

f x g x

g x

( )
( ) ⇔

( )⋅ ( )
( ) ≠






  

  
l

l
0

0

0

Аналогичные утверждения можно составить для неравенств со знаками, соответ-
ственно, < и m. 

f x

g x
f x g x

( )
( )

< ⇔ ( )⋅ ( ) <0 0;                   
f x

g x

f x g x

g x

( )
( )

⇔
( )⋅ ( )
( ) ≠






  

  
m

m
0

0

0

Таким образом, решение дробно-рациональных неравенств сводится к решению 
целых неравенств.

2 При этом следует определить знак дискриминанта и обосновать преобразование положительностью 
выражения, на которые делятся обе части неравенства.
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Алгоритм решения дробно-рациональных неравенств
методом интервалов

1. Привести путем равносильных преобразований левую часть неравенства 

к виду 
f x
g x

( )

( )
, а правую – к нулю.

2. Заменить полученное неравенство равносильным целым неравенством, 
в левой части которого стоит f x g x( ) ( )⋅ , а справа 0 (для нестрогих нера-
венств записать дополнительное условие  g x( ) ≠ 0).

3. Решить полученное целое неравенство (для нестрогих неравенств исклю-
чить из решения точки, где g x( ) = 0 ).

4. Записать ответ.

Применим данный алгоритм к решению дробно-рационального неравенства, полу-
ченного нами в задаче, сформулированной в начале этого пункта:

6 6

1
1

x x
−

+
  l .

Перенесём все слагаемые из правой части неравенства в левую:
6 6

1
1

6 6

1
1 0

x x x x
−

+
⇔ −

+
−    l l .

Приведём все слагаемые в левой части к общему знаменателю:
6 1 6 1

1

6 6 6

1

6

1

2 2( ) ( )

( ) ( ) ( )

x x x x
x x

x x x x
x x

x x
x x

+ − − +
+

= + − − −
+

= − − +
+

.

В числителе коэффициент при старшем члене отрицательный, поэтому обе части 
неравенства домножим на (– 1) и изменим его знак:

− − +
+( )

⇔ + −
+( )

x x
x x

x x
x x

2 26

1
0

6

1
    0l m .

Разложим числитель дроби на множители и заменим полученное неравенство рав-
носильной ему системой:

( )( )

( )

x x

х x

− +
+

2 3

1
0  m  ⇔ 

х x x x

х x

( )( )( )

( )

+ − +
+ ≠





1 2 3 0

1 0

  m

Неравенство нестрогое, поэтому все точки «из числителя» включаем в решение. 
Точки «из знаменателя» выкалываем.

В крайнем правом интервале ставим знак «+». Все множители в первой степени, 
поэтому при прохождении каждой точки произведение меняет знак.

Укажем промежутки, которые удовлетворяют знаку неравенства, и запишем их 
объединение x ∈ [–3; –1) c (0; 2].

Выберем из этих промежутков значения х, удовлетворяющие второму соотноше-
нию системы (х > 0), получим х ∈ (0; 2].

Ответ: дачники потратили на путь к озеру не более 2 ч.

В заключение разберём ещё один пример решения неравенства с необычной фор-
мой ответа.
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Пример 3.

Решите неравенство 
x x

x x

3 4 2

3

8 1

3 1
0

+( ) −( )
−( ) +( )

  l .

Решение:

x x

x x

3 4 2

3

8 1

3 1
0

+( ) −( )
−( ) +( )

  l    ⇔    
x x x x x x

x x

+( ) − +( ) −( ) +( ) +( )
−( ) +( )

2 2 4 1 1 1

3 1
0

2 2 2 2 2

3   l .

Квадратные трёхчлены x 2 – 2x + 4 и x 2 + 1 всегда положительны (D < 0), поэтому 
при решении неравенства их можно не учитывать.

x x x
х х

+( ) −( ) +( )
−( ) +( )

2 1 1

3 1
0

2 2

3   l  ⇔ 
x x x x

x x

+( ) −( ) +( ) −( )

−( ) +( ) ≠







2 1 1 3 0

3 1 0

2 3 3

3

  l
.

В соответствии со схемой, помимо двух промежутков, знаку неравенства удовлет-
воряет и отдельно стоящая точка 1, включим её в ответ.

Ответ: x ∈ [–2;–1) c {1} c (3;+∞).
Замечание. В ходе решения этого неравенства мы получили алгебраическую дробь, 

числитель и знаменатель которой имели общий множитель (х + 1). Однако сокращение 
мы не произвели, так как данное преобразование неравенства не является равносильным.

Вообще говоря, для решения дробно-рациональных неравенств методом интерва-
лов необязательно переносить множители из знаменателя в числитель. Дело в том, что 
правило смены знаков, аналогичное тому, что мы сформулировали для произведения, 
выполняется и для частного. И с учетом «выкалывания» точек «из знаменателя» им 
тоже можно пользоваться. Однако при решении последнего неравенства переход от 
дробно-рационального неравенства к целому помог нам обойтись без ряда дополни-
тельных рассуждений.

Выберите схему, которая получена при решении неравенства х 2 – 4х –12 l 0, 
и ответьте на вопросы к ней.

  
а) На каком из интервалов квадратный трёхчлен х 2 – 4х –12 имеет знак «–»? 
знак «+»?

б) Выпишите три интервала, на которые корни трёхчлена х 2 – 4х –12 разбивают 
числовую прямую.

в) Меняет ли знак функция у = х 2 – 4х –12 на каждом из этих интервалов? Про-
читайте в учебнике, как называются такие интервалы.

1) При каком х двучлен х – 6 равен нулю? Укажите интервал, на котором этот 
двучлен отрицателен. Укажите интервал, на котором этот двучлен положите-
лен. Выполните это задание для двучлена х + 2.
2) На каком промежутке двучлен х – а положителен, а на каком отрицателен?

К 50

51
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Используя результаты выполнения предыдущего задания, дополните схему. Объ-
ясните знаки произведения (х – 6)(х + 2), указанные на ней:

Сделайте вывод о способе нахождения интервалов знакопостоян-
ства для произведения (х – а)(х – b).

Какое из этих неравенств не является равносильным остальным неравенствам:

а) 3х 2 – 10х + 3 < 0; в) –3х 2 + 10х – 3 < 0;

б) (х – 3)(3х – 1) < 0; г) 3(х – 3) x−





1

3
 < 0?

Как можно решить неравенство х 2 – 4х –12 l 0, не используя график соответству-
ющей функции?
Подойдет ли способ, который вы предложили для решения этого неравенства для 
решения всех квадратных неравенств? Как бы вы назвали этот метод, сопоставьте 
его с методом, описанным на с. 20.

Решите неравенство:

а) x x−( ) +( ) >7 8 0;  г) x x−( ) +( )1 2 0  m ;

б) x x−( ) +( ) <3 2 0;  д) x x−( ) <5 0;

в) x x+( ) −( )1 5 0  l ;  е) x x+( )2 0  l .

Решите неравенства методом интервалов:

а) 4 4 1 02x x− + > ;  в) 9 6 1 02x x+ +   m ;

б) x x2 2 1 0− + < ;  г) 9 24 16 02x x− +   l .

Чем похожи эти неравенства?

Решите квадратные неравенства методом интервалов:

а) х 2 + 3х + 2 < 0; в) 2х 2 + 5х + 2 m 0; д) 3х 2 + 5х – 7 > 0;

б) х 2 – 7х +12 > 0; г) 12х 2 – х – 1 l 0; е) –2х 2 – 5х + 1 l 0.
Чем отличаются от предыдущих неравенства 2х 2 – х + 1 l 0 и 7х 2–2х + 3 < 0?  
Решите их.

1) Решите методом интервалов неравенство (х – 1)2(х – 2)3 > 0.
Изменяется ли знак (х – 2)3 при переходе через точку 2?
Изменяется ли знак (х – 1)2 при переходе через точку 1?
Как можно обобщить результаты этих наблюдений для всех степеней двучлена (х – а)n?
2) Решите методом интервалов неравенство (х – 1)(х – 2)(х – 3)(х – 4) > 0.
Какой знак имеет каждый из его множителей на самом правом промежутке?
Как изменяется знак всего произведения (х – 1)(х – 2)(х – 3)(х – 4) при переходе 
через каждую из отмеченных на числовой прямой точек?
Можно ли не выписывать знаки каждого из множителей на выделенных интерва-
лах? Почему?
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3) Можно ли обобщить полученные вами выводы для всех произведений множите-
лей вида (х – а)n? Сопоставьте свои выводы с правилом смены знаков, указанным 
на стр. 22.

Соотнесите неравенство со схемой его решения:

а) (х – 9)(х + 10) > 0; 1) 

б) (х – 9)(х + 10) < 0; 2) 

в) (х – 9)(х + 10) m0; 3) 

г) (х – 9)(х + 10) l 0; 4) 

Запишите ответ к каждому из неравенств.

Соотнесите неравенство со схемой его решения:

а) (х – 9)3(х + 10) < 0; 1) 

б) (х – 9)(х + 10)2 < 0; 2) 

в) (х – 9)2(х + 10) > 0; 3) 

г) (х – 9)(х + 10)3 > 0; 4) 

Запишите ответ к каждому из неравенств.

Решите неравенство:

а) x x x−( ) +( ) −( ) >1 2 3 0
3 2

;  в) x x x+( ) +( ) +( )10 9 8 0
2 4

  l ;

б) x x x−( ) +( ) −( ) <3 5 7 0
4 5

;  г) x x x−( ) +( ) +( )1 2 5 0
4 2

  m .

Решите неравенство:

а) x x−( ) −( ) >1 1 02 ; б) x x2 3
4 2 0−( ) −( ) < ; в) x x−( ) −( )9 9 0

2 2   m .

Решите целые неравенство:

а) –х(3х 4 + 2х + 5) < 2 – 3х 5; б) (х 3 + 27) (2х – 4) l 0.
Какой способ вы использовали при решении этих неравенств? Какие равносиль-
ные преобразования можно использовать при решении неравенств?
Составьте свой вариант алгоритма решения целых неравенств и сопоставьте его 
с алгоритмом на с. 23.

Решите неравенство:

а) 4 20 53 2x x x− > − ; б) x x x3 24 8 8 0− − +   m .

1) Сопоставьте неравенство 
x
x
+
−

4

3
0  l  с неравенством (х + 4) (х – 3) l 0.

От чего зависит знак дроби? От чего зависит знак произведения?
Может ли х = 3 являться решением первого неравенства? Почему?
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2) Решите неравенство 
x
x
+
−

4

3
0  l . Подойдёт ли способ, использованный вами при 

решении этого неравенства, для решения любого дробно-рационального неравен-
ства? Какие ещё случаи возможны?
3) Составьте свой вариант алгоритма решения дробно-рациональных неравенств 
и сопоставьте его с алгоритмом на с. 24.

Найдите верные утверждения:

а) 
x
x
+
+

1

3
0  l  _ (х + 1) (х + 3) l 0; в) 

x
x
+
+

<1

3
0  _ (х + 1) (х + 3) < 0;

б) 
х
x
+
−

7

1
0  l  _ 

( )( )x х

х

+ −
− ≠





7 1 0

1 0

  l
; г) 

х
x
+
−

7

1
0  m  _ 

( )( )x х

х

+ − <
− ≠





7 1 0

1 0
.

Решите дробно-рациональное неравенство:

а)  

х х

x

+





−





−

1

3

1

5

1
0  l ; в) 

х х

x

+





−





−
<

1

3

1

5

1
0 ;

б) 
x

x x

−

+





−





1
1

3

1

5

0  l ; г) 
x

x x

−

+





−




>1

1

3

1

5

0 .

Решите дробно-рациональное неравенство:

а) 
х х

x

+( ) −( )
−

>
1 2

3
0 ; в) 

x x x

x x

−( ) −( ) −( )
−( ) −( )

1 2 3

4 5
0

3 2

5 4   l ;

б) 
х х

x

+( ) −( )
−

1 2

3
0

2 5

  m ; г) 
x x x

x x x

+( ) −( )
+ +( ) +( )

>
3 2

1 1
0

2

2 .

Решите неравенства:

а) 
8

10

2

2

−
− −

x
x x

  m ;   б) 
2

1

3

2
2

x x+
+

+
> .

Решите неравенство: 
x x x

x x

x x x

x x

+( ) − +( )
− +

>
+( ) + −( )

− +
5 3 3 1

6 9

5 2 1

6 9

2

2

2

2
.

Решите систему неравенств:

а) 

2

1
1

2

2
2

−
+
−
+










x
x

x
x

  

  

l

m
; б) 

1

2

2 3

1
2 1

x x x
x
−

+ >
−

− >






.

Решите задачу с помощью дробно-рационального неравенства:
На покупку сувениров для гостей запланировали потратить 450 руб. Позже выяс-
нилось, что количество гостей увеличилось на 1. Сколько человек пришли в гости, 
если на сувениры была потрачена вся выделенная сумма, а разница между запла-
нированной ранее и новой ценой сувенира составила не менее пяти рублей?

Решите уравнение методом замены переменной:

а) 6
2 3

3 2
13

2 3

3 2
6 0

2

⋅ +
+






− ⋅ +

+
+ =x

x
x
x

;
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б) 
x x

x
x

x x

2

2

4

7 2

12 42

4
7

+
−

− −
+

= ;

в) 
1

18
3

1
18

3

1

12x
x

x
x

+ −
−

+ +
= .

Решите уравнение методом выделения целой части: 
15 58

3 12

9 38

3 12

8 39

2 10

4 21

2 10

x
x

x
x

x
x

x
x

−
−

− +
+

= −
−

− +
+

.

Решите уравнение методом выделения целой части и замены переменной:

а) 
x
x

x
x

+
+

+ +
+

=2

1

10

5
4 ; б) 

2 1

1

3 1

2

7

1
4

x
x

x
x

x
x

−
+

+ −
+

= −
−

+ .

Перепишите функции в виде кусочно-линейных, выделяя промежутки, на кото-
рых выражения под знаком модуля не меняют своего знака.
Постройте графики этих функций и найдите наибольшее и наименьшее значения 
функции на заданном отрезке:

а) y х= −2 3  на отрезке [0; 1,5];

б) y х х= − − −1 1  на отрезке [–1; 0];

в) y х х х= + + − −2 2 1  на отрезке [–2; 2].

Разбейте на две группы следующие записи:

а) х > 2 и х > 3; г) «число х больше двух» ∨ «число х больше 3»;

б) х > 2 или х > 3; д) «число х больше двух» ∧ «число х больше 3»;

в) 
x

x

>
>





2

3
;  е) 

x

x

>
>






2

3
.

Какие из них становятся истинными высказываниями при х = 2,5? при х = 5? при 
х = 0?

Найдите записи, равносильные записям в таблице. Поставив букву соответству-
ющей записи в таблицу, вы узнаете фамилию французского философа XVII века, 
автора следующих слов: «Образование – клад, труд – ключ к нему».

А
x

x

  

  

l
m

1

1 5,



          

У
x

x

<
>






1

1 5,
         

С x < 1,5 и x < 1

Т «число х не меньше 2» ∨ «число х не больше 3»

Б «число х не меньше 2» ∧ «число х не больше 3»

1) 2) 3) 4) 5) 

x∈ −∞( ] +∞[ ); ;3 2 x∈ −∞( ) +∞( ); , ;1 1 5 1 1 5    m mx ,
x

x

<1,5

<1





x

x

  

  

l
m

2

3






Познакомьтесь и с другими высказываниями этого философа. Выберите то, с кото-
рым вы согласны, зашифруйте его для своих одноклассников с помощью матема-
тического содержания.
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Решите систему линейных неравенств и выпишите все целые решения:

а) 
6 7 2 0

5 6 2 8

х

x

+ >



,

, ,  l
;  в) 

х х

х
x

− − −

− >










1

2

3

3
2

2
1

  l
;

б) 
17 2 12 1

3 9 1

х x

x x

− < −
− − < −





;   г) 
3 1 3

5 1 2

7 0

a a

a a

a

− −
− −

−









> 4

> 6

  m
.

Решите совокупность линейных неравенств:

а) 
2 1 3 2

6 3 17 5

( ) ( )

( )

x x x

x x

− − −
− − − −





  

  

m
m

;   в) 

5 1

6

2 2

2
0

1
4

3
0

х х

x

− − − >

− + <










; 

б) 
4

1

3
7 1

8
6

− − >

−










х
x

x
  l

; г) 
b

b

b

− >
+ >
− >









4 8

2 5 13

3 1

.

Найдите область допустимых значений выражения:

а) 12 4 2 1− + − −x x ;  б) 
x
x
+1

;  в) 
−
+
x

x 1
.

Решите:

а) 

3 1 5

2 5 7

2 3 3

3 2 3 1

х

x

x

x x

− <
− >






−
− −
















  

  

l
l ( )

;  б) 

x

x

x

x

<
− >





−
−















15

3 6 15

4 2 26

2 1 11

  

  

m
l

.

В отделе работают 6 человек: начальник отдела и 5 инже-
неров. Средняя заработная плата инженеров составляет 
20 000 рублей в месяц, а средняя заработная плата всех со-
трудников отдела составляет 25 000 рублей в месяц. Какова 
заработная плата начальника отдела?

На диаграмме показаны результаты стрельбы спортсмена по 
мишени (количество очков и процент попадания). Найдите 
среднее количество очков при одном выстреле спортсмена.

Решите квадратное неравенство методом интервалов:

а) х 2 – 3х + 2 > 0; в) 2х 2 – 3х – 2 l 0; д) х 2 – 16х + 64 > 0;

б) х 2 – 9х + 20 < 0; г) 3х 2 + 8х – 3 m 0; е) 4х 2 + 4х + 1 m 0.

Решите неравенство:

а) x x x+( ) −( ) +( ) >2 3 1 0
5 4

;  в) x x x+( ) −( ) +( )7 3 2 0
2 5

  m ;

б) x x x4 3
3 11 0−( ) +( ) < ;  г) x x x+( ) +( ) −( )5 1 7 0

2 4 3
  l .
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83
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Д 85

86
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Решите неравенство:

а) x x+( ) −( ) >2 4 02 ;  б) x x2 5 3
1 1 0−( ) −( ) < ;  в) x x+( ) −( )25 25 0

2 2   m .

Решите неравенство:

а) х(11х 3 + 5х + 1) > 7 – x + 11х 4; б) (х 3 – 1)(5х – 3) l 0.

Решите неравенство:

а) 4 4 13 2x x x+ > + ;  б) x x x3 23 9 27 0+ − −   m .

Решите неравенство:

а) 
х х

x

+( ) +( )
+

>
5 2 3

4
0 ; в) x x x

x x

+( ) −( ) −( )
+( ) −( )

1 7 4

1 2
0

5 2

2 3   l ;

б) 
х х

x

−( ) +( )
+( )

1 2

3
0

3 3

2   l ; г) 
x х х

x x x

3 2 5

2 3 2

2 5

2 3 1
0

+( ) −( )
− +( ) −( )

> .

Решите неравенство:

а)  
5

5

1

3−
+
−x

x
x

  l ; б)  
4

5

3

2
2

+
−

−
<

x x
.

Решите неравенство: 
х х x

x x

х х x

x x

−( ) + −( )
+ +( )

−( ) − +( )
+ +( )

2 4 2 3

2 1

2 3

2 1

5 2

2 3

5 2

2 3  m
ххx

xx

ххx

xx

− ()+− ()
++ ()

− ()−+ ()
++ ()

2423

21

23

21

52

23

52

23   m
х х x

x x

х х x

x x

−( ) + −( )
+ +( )

−( ) − +( )
+ +( )

2 4 2 3

2 1

2 3

2 1

5 2

2 3

5 2

2 3  m .

Решите уравнение методом замены переменной:

а) 2
3

1
7

3

1
5 0

2

⋅ +
−






− ⋅ +

−
+ =x

x
x
x

;  б) 
5 1

2 3

3 2

5 1

82

9

2 2
x
x

x
x

+
−






+ −

+






= .

Решите систему линейных неравенств:

а) 
3 7 2 2 1

7 2

6

3 7

12

х х х

х x

+ > + − −
− > −







( ) ( )

; б) 
5 1

3 2 2 4 2 4 5 56 2

2  

  

m
l

x x x

x x

− +
− − −







( )

( , ) ( , ) ,
.

Решите совокупность линейных неравенств:

а) 
2 4 6

3 2 1 18

x x

x x

− − <
> − +






( )

( )
; б) 

2
1

5
1

7 1

4
1

х
х

x

х
x

− − < +

− −








   m

.

На диаграмме показаны результаты выпускного экза-
мена по математике (отметка и процент получивших её 
учеников). Найдите средний балл, полученный выпуск-
никами на этом экзамене.

Найдите наименьшее целое x, удовлетворяющее 

неравенству x
x

  l
200

.

Назовем число n2 1−  почти квадратом натурального числа n. Докажите, что про-
изведение двух почти квадратов натуральных чисел всегда равно разности каких-
то двух квадратов натуральных чисел.
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92
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Решая неравенство, мы находим такие значения переменной, при которых данное 
неравенство становится истинным высказыванием. Однако существуют неравенства, 
истинные при любых значениях входящих в них букв. Простейшими примерами та-
ких неравенств являются, например, неравенства:

а 2 l 0,        x   l 0 ,        –у 2 – 1 < 0.

Истинность данных неравенств очевидна. Первое следует из свойств произведе-
ния, второе – из определения модуля числа, а третье – из правил сложения действи-
тельных чисел.

Однако в большинстве случаев доказать истинность неравенства не так просто. 
В этом пункте мы будем учиться доказывать неравенства.

Введем несколько определений, которые нам потребуются.

Определение 1. Доказать неравенство – это значит обосновать, что оно выполня-
ется при всех допустимых значениях входящих в него переменных (или для какого-то 
заданного множества их значений).

Мы знаем, что понятия «больше», «меньше», «равно» возникли в связи со счётом 
предметов и необходимостью сравнивать различные величины. Однако наглядные 
представления недостаточны для строгого доказательства буквенных неравенств. По-
этому сформулируем алгебраические определения соотношений «больше» и «меньше», 
основанные, тем не менее, на имеющемся у нас опыте сравнения и действий с числами, 
а именно: вычитая из большего числа меньшее, мы получаем положительное число, 
а из меньшего большее – отрицательное.

Определение 2. Говорят, что число a больше числа b, если разность a – b положи-
тельна и число a меньше числа b, если разность a – b отрицательна.

Отсюда:

> a, b ∈ R: a > b _ a – b > 0
 

> a, b ∈ R: a < b _ a – b < 0

> a, b ∈ R: a l b _ a – b l 0
 

> a, b ∈ R: a m b _ a – b m 0

Данные утверждения помогут нам доказывать неравенства. Так для доказа-
тельства неравенства P(х) > Q(х) на заданном множестве значений достаточно 
составить разность P(х) – Q(х) и убедиться в том, что она положительна при лю-
бом х.

5.3.2. Доказательство неравенств. Некоторые замечательные 
   неравенства

…Большинство жизненных задач решаются как алгебраиче-
ские уравнения: приведением их к самому простому виду.

Л. Н. Толстой (1828–1910),
русский писатель, мыслитель



33

Глава 5, §3, п.5.3.2
Разберёмся с применением этого способа на следующем примере.

Пример 1.
Доказать неравенство (a 2 + 1)2 l а 4 + 1.
Доказательство:
Перенесём все члены неравенства влево и докажем, что полученная разность  

(a 2 + 1)2 – (а 4 + 1) неотрицательна.
Преобразуем полученное выражение:

(a 2 + 1)2 – (а 4 + 1) = a 4 + 2а 2 + 1 – а 4 – 1 = 2а 2.

Полученное произведение 2а 2 неотрицательно при любых значениях а, значит,  
(a 2 + 1)2 l а 4 +1, что и требовалось доказать. 

В рассмотренном нами примере мы ссылались на то, что выражение 2а 2 неотри-
цательно при любых значениях а. Этой идеей часто пользуются при доказательстве 
неравенств. Для этого все члены неравенства переносят в одну сторону и преобразуют 
полученное выражение к явно неотрицательному виду (к квадрату некоторого выра-
жения или сумме нескольких квадратов).

Пример 2.
Доказать, что для любого положительного значения x выполняется неравенство

x
x

+ 1
2  l  (сумма двух взаимно обратных положительных чисел не менее двух), при-

чём равенство имеет место только при x = 1.
Доказательство:
Рассмотрим разность:

x
x

x x
x

x

x
+ − = + − =

−( )1
2

1 2 12 2

.

Числитель дроби является квадратом двучлена, значит, её знак зависит только 
от знаменателя. По условию x > 0. На всем заданном множестве дробь положительна 
и обращается в нуль только при x = 1, что и требовалось доказать. 

Пример 3 (неравенство Коши-Буняковского).
Доказать, что для любых чисел a, b, c, d верно неравенство:

ab cd a c b d+( ) +( ) +( )2 2 2 2 2  m ,

причём равенство имеет место тогда и только тогда, когда ad = bc, то есть когда пара 
чисел a, c пропорциональна паре чисел b, d.

Доказательство:
Рассмотрим разность a c b d ab cd2 2 2 2 2+( ) +( ) − +( ) . 

Преобразуем полученное выражение:

a b b c a d c d a b c d abcd a d b c abcd ad bc2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2+ + + − − − = + − = −( ))2

Квадрат разности всегда неотрицателен и обращается в нуль тогда и только тогда, 
когда ad bc−( ) =2

0 , то есть ad = bc.
Значит, исходное неравенство верно, что и требовалось доказать. 
Для доказательства всех трёх приведённых неравенств использовался один и тот 

же метод. Представим его в обобщённом виде.



34

При доказательстве неравенства можно выполнять следующие шаги:
1) составить разность левой и правой частей неравенства;
2) с помощью равносильных преобразований привести полученную раз-

ность к выражению, знак которого очевиден;
3) сделать вывод о выполнении исходного неравенства.

В математике есть так называемые «замечательные неравенства», которые помо-
гают доказывать другие неравенства. Многие из них связаны с понятием среднего двух 

чисел. Мы уже знаем, что число 
a b+

2
 называется средним арифметическим двух чи-

сел a и b. Познакомимся ещё с одним средним двух чисел – средним геометрическим.

Определение 3. Средним геометрическим (или средним пропорциональным) 
двух неотрицательных чисел a и b называется число ab .

Установим неравенство, связывающее эти средние значения.

1. Среднее геометрическое двух неотрицательных чисел не превосходит их 
среднего арифметического:

a b
ab

+
2

  l ,

причём равенство имеет место тогда и только тогда, когда a = b.

Доказательство:
Составим разность левой и правой частей неравенства и выполним преобразова-

ния:

a b
ab

a b ab a b a b a b+ − = + − =
( ) + ( ) −

=
−( )

2

2

2

2

2 2
0

2 2 2

  l .

Значит, 
a b

ab
+
2

  l . При этом данное нестрогое неравенство обращается в равен-

ство тогда и только тогда, когда a b= , то есть a = b, что и требовалось доказать. 
Рассмотрим пример доказательства неравенства, в котором применяется доказан-

ное нами соотношение между средними значениями.

Пример 4.
Доказать, что неравенство 

a
b

b
c

c
d

d
a

+ + +   l 4  справедливо для любых положитель-

ных чисел a, b, c, d.
Доказательство:
Рассмотрим левую часть неравенства. Применим к первому и третьему, а затем ко 

второму и четвертому слагаемым неравенство между средним арифметическим и сред-
ним геометрическим. Получим:

a
b

c
d

ac
bd

+   l 2  и 
b
c

d
a

bd
ac

+   l 2 .

Теперь применим то же неравенство к числам 
ac
bd

 и 
bd
ac

:

ac
bd

bd
ac

ac
bd

bd
ac

abcd
abcd

+ = = =   l 2 2 2 1 2 .

Глава 5, §3, п.5.3.2
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Значит, 
ac
bd

bd
ac

+   l 2 . Отсюда,

a
b

b
c

c
d

d
a

a
b

c
d

b
c

d
a

ac
bd

bd
ac

ac
bd

bd+ + + = +




+ +





+ = +  l 2 2 2
aac









 ⋅ =  l 2 2 4

Таким образом, 
a
b

b
c

c
d

d
a

+ + +   l 4 , что и требовалось доказать. 

Зафиксируем способ доказательства, который был использован в данном  
примере.

Для доказательства неравенства можно оценивать части неравенства, 
используя ранее доказанные неравенства.

*  *  *
Познакомимся с ещё несколькими неравенствами для средних. Для этого введём следую-

щие определения.

Определение 4. Средним гармоническим двух положительных чисел a и b называется 

число 2ab

a b+
.

Определение 5. Средним квадратичным двух положительных чисел a и b называется 

число 
a b2 2

2

+
.

Легко видеть, что если a = b, то все рассмотренные нами средние значения равны общему 
значению a и b. Если a ≠ b (пусть для определённости a < b), то на числовой прямой все эти сред-
ние значения расположены между числами a и b.

Докажем это на примере среднего гармонического.

Пример 5.
Доказать, что среднее гармоническое чисел a и b, где 0 < a < b, расположено между этими 

числами:

a
ab

a b
b<

+
<2

.

Доказательство:
Составим разность левой и правой частей каждого из двух искомых неравенств и выпол-

ним преобразования.

2 2
0

2 2ab

a b
a

ab a ab

a b

ab a

a b

a b a

a b+
− = − −

+
= −

+
=

−( )
+

> ,

b
ab

a b

ab b ab

a b

b ab

a b

b b a

a b
−

+
= + −

+
= −

+
=

−( )
+

>2 2
0

2 2

.

В обоих случаях мы получили положительные разности, так как все множители в числите-
ле и знаменатели положительны.

Значит, a
ab

a b
b<

+
<2 , что и требовалось доказать. 

Остальные неравенства о расположении среднего арифметического, среднего геометриче-
ского и среднего квадратичного этих чисел a и b между этими же числами попробуйте доказать 
самостоятельно.

Глава 5, §3, п.5.3.2
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Естественно задаться вопросом, в каком же порядке располагаются эти средние на число-
вой прямой. Оказывается, для любых неотрицательных3 чисел a и b имеет место следующая 
цепочка неравенств:

Соотношение между средним арифметическим и средним геометрическим мы уже рассмо-
трели. При доказательстве остальных неравенств мы будем использовать то, что для неотрица-
тельных чисел т, п справедливо следующее равносильное преобразование:

т < п _ т 2 < п 2

Другими словами, если обе части неравенства неотрицательны, то при их возведении 
в квадрат получится равносильное неравенство.

Сравним сначала среднее арифметическое и среднее квадратичное, а затем – среднее гармо-
ническое и среднее геометрическое.

2. Среднее арифметическое двух неотрицательных чисел не превосходит их средне-
го квадратичного:

a b a b+ +
2 2

2 2

  m ,

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда a = b.

Доказательство:
Так как обе части неравенства неотрицательны, то при возведении в квадрат получим не-

равенство, равносильное исходному:

а b a b+





= +







2 2

2 2 2
2

 ⇔ 
a b a b+( ) +

2 2 2

4 2
  m .

Составим разность и приведем её к выражению, знак которого очевиден:

a b a b a b a ab b a ab b a b2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 4

2 2 2

4

2

4 4
0

+ −
+( ) = + − − − = − + =

−( )
  l .

Значит,

a b a b a b a b2 2 2 2 2

2 4 2 2

+ +( ) ⇔ + +
    l m .

Равенство имеет место тогда и только тогда, когда a = b, что и требовалось доказать.

3. Среднее гармоническое двух положительных чисел не превосходит их среднего 
геометрического:

2ab

a b
ab

+
  m ,

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда a = b.

Доказательство:
Так как обе части неравенства неотрицательны, то

2 4 2 2

2

ab

a b
ab

a b

a b
ab

+
⇔

+( )
    m m

3 Левое из неравенств имеет место для любых положительных чисел a и b.

Глава 5, §3, п.5.3.2
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Составим разность и приведем ее к выражению, знак которого очевиден:

ab
a b

a b

ab a ab b a b

a b

ab a ab b ab
−

+( )
=

+ +( )−
+( )

=
+ + −( )4 2 4 2 42 2

2

2 2 2 2

2

2 2

aa b

ab a b

a b+( )
=

−( )
+( )2

2

2 0  l .

Значит,
4 22 2

2

a b

a b
ab

ab

a b
ab

+( )
⇔

+
    m m .

Так как a > 0 и b >0, равенство имеет место тогда и только тогда, когда a = b, что и требова-
лось доказать. 

Зафиксируем способ доказательства, который мы использовали в последних примерах 
и который может быть полезен при доказательстве разнообразных неравенств.

При доказательстве неравенства можно заменять неравенство другим равносиль-
ным ему неравенством.

Замечание. Вообще, одно и то же неравенство часто может быть доказано несколькими спо-
собами. В математике, как и в жизни, ценится тот способ, который позволяет достичь цели 
путем наименьших затрат.

Так, например, последнее неравенство можно доказать гораздо проще:
2ab
a b

ab
+

  m       разделим обе части неравенства на ab  ab >( )0 ;

2
1

ab
a b+

  m            умножим на 
a b+

2
 (

a b+ >
2

0 , так как а > 0 и b > 0 по условию);

ab
a b

  m
+
2

       (истинно).

Истинность полученного неравенства между средним арифметическим и средним геоме-
трическим позволяет утверждать, что и исходное неравенство верно.

В заключение заметим, что классические средние, рассмотренные нами в этом 
пункте, были известны ещё античным математикам. Они играли большую роль, на-
пример, в древнегреческой теории музыки. Однако неравенства для средних и сами 
средние применяются до сих пор, причём не только в алгебре и геометрии, но и в дру-
гих науках, например в статистике при обработке результатов измерений.

Укажите множество значений а, при которых неравенство обращается 
в истинное утверждение:

а) 1 – а < 5; б) 
a
9

1

3
m ; в) а 2 + 3 > 0; г) (а – 4) (а + 3) l 0.

Какое из неравенств отличается от остальных? Приведите ещё один пример не-
равенства, которое истинно при любых значениях входящих в него букв.

Сравните числа:

а) 2 и 5; б) –5 и –2; в) c  и 2 c ; г) а 2 и а 4.

Найдите разность этих чисел. Что вы замечаете?
Объясните, когда число a меньше числа b, на математическом языке.
Сформулируйте алгебраическое определение соотношений «меньше» и «боль-
ше». Сопоставьте свой вариант с определением на с. 32.
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Глава 5, §3, п.5.3.2
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