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Глава I

Начала геометрии

1. Введение в геометрию
Геометрия  — один из самых важных и увлекательных разделов 

математики. Изучая её, вы познакомитесь с разнообразием геоме-
трических форм, получите необходимые пространственные пред-
ставления. Она даёт метод научного познания, развивает логиче-
ское мышление.

Кроме того, изучение геометрии способствует приобретению не-
обходимых практических навыков в изображении и моделировании 
пространственных фигур, в измерении геометрических величин.

Геометрия и сама по себе очень интересна. Она имеет яркую 
историю, связанную с именами великих учёных: Пифагора, Евкли-
да, Архимеда, И.  Кеплера, Р.  Декарта, Л.  Эйлера, Н. И.  Лобачев-
ского и др.

Она возникла в связи с практическими задачами нахождения 
расстояний, углов, площадей, объёмов, определения положения на 
местности и  т.  п.

Слово геометрия в переводе с греческого означает «землеме-
рие» (гео  — земля, метрео  — измеряю).

Переход от практической геометрии к теоретической начался в 
Древней Греции в VII в. до н. э. Там были созданы так называе-
мые философские школы. В  этих школах всё большее значение 
приобретали рассуждения, с помощью которых, исходя из некоторо-
го перечня свойств, принимаемых без доказательства и называемых 
аксиомами, удавалось получать новые геометрические свойства.

Среди первых философских школ особый интерес представляет 
школа, основанная Пифагором и названная в его честь пифагорей
ской (VI—V вв. до н. э.).
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Геометрию пифагорейцы использовали для объяснения устрой-
ства мира. Атомам, из которых, по их мнению, состоят все веще-
ства, они приписывали форму правильных многогранников. Ато-
мам огня приписывалась форма тетраэдра (рис.  1.1, а), земли  — 
гексаэдра (куба, рис.  1.1, б), воздуха  — октаэдра (рис.  1.1, в), 
воды  — икосаэдра (рис.  1.1,  г). Всей Вселенной приписывалась 
форма додекаэдра (рис.  1.1,  д).

Названия правильных многогранников заключают в себе число 
граней (от греч. эдра  — грань): тетра  — четыре, гекса  — 
шесть, окто  — восемь, икоси  — двадцать, додека  — двенадцать.

Более поздняя философская школа  — Александрийская  — дала 
миру знаменитого учёного Евклида, жившего около 300 г. до н. э. 
Насколько серьёзно Евклид относился к изучению математики, 
можно заключить по его ответу царю Птолемею на вопрос: «Нель-
зя ли найти более короткий и менее утомительный путь к изуче-
нию геометрии, чем „Начала“?» Евклид ответил: «В  геометрии нет 
царского пути».

В  «Началах» Евклида было впервые представлено аксиоматиче-
ское построение геометрии. На протяжении двух тысячелетий они 
оставались основой изучения геометрии.

В  последние столетия появились новые направления геометрии, 
среди которых аналитическая геометрия, теория графов, топология, 
геометрия Лобачевского и др. Развиваются новые методы. Геоме-
трическое моделирование широко используется в других науках.

г д

вба

Рис. 1.1
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Вопросы

1. Что означает слово «геометрия»?
2. Где зародилась геометрия?
3. Назовите учёных, внёсших вклад в развитие геометрии.
4. Где и когда были созданы философские школы?
5. Какие философские школы вы знаете?
6. Когда жил Пифагор?
7. Что вам известно о Евклиде? Когда он жил?
8. Сколько граней у: а) тетраэдра; б) гексаэдра (куба); в) октаэдра; 

г)  икосаэдра; д) додекаэдра?

2. Основные понятия геометрии
Представление о геометрических фигурах дают окружающие 

нас предметы. Однако в отличие от реальных объектов геометриче-
ские фигуры идеальны.

Точка является идеализацией объектов, размерами которых 
можно пренебречь.

Евклид определял точку как то, что не имеет частей.
Обычно точки изображают на листе бумаги карандашом или 

ручкой, на классной доске мелом, в компьютерных графических 
редакторах с помощью соответствующих инструментов и т. п. Од-
нако изображение точки имеет хотя и маленькие, но ненулевые 
размеры, а геометрическая точка размеров не имеет.

Для обозначения точек используют прописные латинские бук-
вы, например A, B, C, ..., A1, B2, C3, ..., A′, B′′, C′′′, ... .

Прямая является идеализацией натянутой нити, края стола 
прямоугольной формы и т.  п.

Евклид определял прямую как длину без ширины.
Прямые проводят карандашом или ручкой на листе бумаги или 

доске с помощью линейки, соответствующими инструментами в 
компьютерных графических редакторах.

Для обозначения прямых используют строчные латинские бук-
вы, например a, b, c, ..., a1, b2, c3, ..., a′, b′′, c′′′, ..., или пары 
прописных латинских букв: AB, CD, ..., A1B1, C2D2, ..., A′B′, 
C′′D′′, ... .
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Плоскость является идеализаци-
ей ровных поверхностей пола, стены, 
стола, оконного стекла и т. п.

Точка может принадлежать или не 
принадлежать данной прямой. В  слу-
чае, если точка принадлежит прямой, 
говорят, что прямая проходит через 

точку. В  случае, если точка не принадлежит прямой, говорят, что 
прямая не проходит через точку.

На рисунке 2.1 точки A и B принадлежат прямой c, а точка C 
не принадлежит этой прямой.

Следующее свойство принимается в качестве аксиомы.

Через любые две точки проходит единственная прямая.

Вопросы

1. Идеализацией каких объектов является точка?
2. Как определял точку Евклид?
3. Как изображаются точки?
4. Как обозначаются точки?
5. Идеализацией каких объектов является прямая?
6. Как определял прямую Евклид?
7. Как изображаются прямые?
8. Как обозначаются прямые?
9. Как могут располагаться относительно друг друга точка и пря-

мая?
10. Сколько общих точек могут иметь две прямые?
11. Идеализацией каких объектов является плоскость?
12. Сформулируйте аксиому о прямой.

Задачи

1. Изобразите прямую и точки, принадлежащие этой прямой и не 
принадлежащие ей.

2. Принадлежат ли одной прямой точки: а) A, B, C; б) D, E, F; 
в) D, B, G (рис.  2.2)? Проверьте ответ с помощью линейки.

c

BA

C

Рис. 2.1
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3. Что можно сказать о точках A, B, C, D, если точки A, B, C 
принадлежат одной прямой и точки B, C, D принадлежат од-
ной прямой?

4. Проведите прямые AB и CD (рис.  2.3), не используя линейку 
(от руки).

5. На клетчатой бумаге изобразите три точки, как показано на 
рисунке 2.4. Проведите прямые, проходящие через различные 
пары из этих точек. Сколько всего таких прямых?

6. На клетчатой бумаге изобразите четыре точки, как показано на 
рисунке 2.5. Проведите прямые, проходящие через различные 
пары из этих точек. Сколько всего таких прямых?

7. На клетчатой бумаге изобразите пять точек, как показано на 
рисунке 2.6. Проведите прямые, проходящие через различные 
пары из этих точек. Сколько всего таких прямых?

8. На клетчатой бумаге изобразите пять точек, как показано на 
рисунке 2.7. Проведите прямые, проходящие через различные 
пары из этих точек. Сколько всего таких прямых?

B
A

C

G

D

E

F

Рис. 2.2

B

A

C

D

Рис. 2.3

BA

C

Рис. 2.4

BA

D C

Рис. 2.5

B

A D

E

C

Рис. 2.6

BA

D

E

C

Рис. 2.7
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9. Сколько прямых можно провести через различные пары из n 
точек, никакие три из которых не принадлежат одной прямой?

10. Не используя линейку, скажите, какие две линии на рисун-
ке  2.8, a и b или a и c, изображают одну и ту же прямую. От-
вет проверьте с помощью линейки.

11. Не используя линейку, скажите, являются ли линии a и b, 
изображённые на рисунке 2.9, прямыми или нет. Ответ про-
верьте с помощью линейки.

3.  Взаимное расположение прямых 
на плоскости

Рассмотрим различные случаи взаимного расположения пря-
мых на плоскости.

Две прямые, имеющие одну общую точку, называются пересе
кающимися (рис. 3.1).

a

b c

Рис. 2.8

a

b

Рис. 2.9

b

a

C

Рис. 3.1

b

a

Рис. 3.2
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Две прямые, лежащие в одной плоскости и не имеющие общих 
точек, называются параллельными (рис.  3.2). Параллельность 
прямых a и b обозначают так: a || b.

Составим схему взаимного расположения двух прямых на пло-
скости.

Две прямые

Имеют одну общую точку 
(пересекаются)

Не имеют общих точек 
(параллельны)

Вопросы

1. Какие две прямые называются пересекающимися?
2. Какие две прямые называются параллельными?
3. Как могут располагаться относительно друг друга две прямые 

на плоскости?

Задачи

1. Сколько прямых изображено на рисунке 3.3? Сколько у них то-
чек попарных пересечений?

а б

Рис. 3.3
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2. Пусть прямые a, b, c пересекаются в одной точке и прямые b, 
c, d пересекаются в одной точке. Что можно сказать о всех 
прямых a, b, c, d?

3. Сколько точек попарных пересечений могут иметь три прямые? 
Изобразите различные случаи.

4. Изобразите пять прямых так, чтобы у них было десять точек 
попарных пересечений.

5. На клетчатой бумаге изобразите прямую AB и точку C, как по-
казано на рисунке 3.4. Через точку C проведите прямую, па-
раллельную прямой AB.

6. Укажите прямые, изображённые на рисунке 3.5: а) пересекаю-
щие прямую a; б) параллельные прямой a.

7. Пересекаются ли прямые: а) a и e; б) c и h, изображённые на 
рисунке 3.5?

8. Изобразите точку пересечения прямых: а) a и b; б) a и c; в) b 
и c (рис.  3.6).

а

C

A B

б

A

B

C

в

A

B
C

Рис. 3.4

a
b

d
g

h p

q

r

Рис. 3.5

a

b c

Рис. 3.6
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9. Изобразите четыре прямые так, чтобы у них было: а) три точ-
ки; б) четыре точки; в) пять точек; г) шесть точек попарных 
пересечений.

10. Какое наибольшее число точек попарных пересечений могут 
иметь n прямых?

4. Лучи и отрезки
Рассмотрим прямую. Точка C, принадлежащая этой прямой, 

разбивает её на две части. Если точки A и B принадлежат разным 
частям, то говорят, что эти точки лежат по разные стороны от точ-
ки C, а точка C лежит между точками A и B.  Если точки B и D 
принадлежат одной части, то говорят, что эти точки лежат по одну 
сторону от точки C (рис. 4.1).

A C B D

Рис. 4.1

Следующее свойство принимается в качестве аксиомы взаимно-
го расположения точек на прямой.

Каждая точка на прямой разбивает эту прямую на две части 
так, что точки из разных частей лежат по разные стороны от 
данной точки, а точки из одной части лежат по одну сторону 
от данной точки.

Часть прямой, состоящая из данной точки и всех точек, лежа-
щих от неё по одну сторону, называется лучом или полупрямой. 
Данная точка называется вершиной луча или началом.

Лучи обозначаются строчными латинскими буквами, напри-
мер  a, или парами прописных латинских букв, например AB, пер-
вая из которых обозначает начало луча, а вторая  — какую-нибудь 
точку, принадлежащую лучу (рис.  4.2).
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Отрезком называется часть прямой, состоящая из двух дан-
ных точек и всех точек, лежащих между ними. Данные точки на-
зываются концами отрезка.

Для обозначения отрезка используют пару прописных латин-
ских  букв, указывающих его концы. Например, АВ, С1D1 (рис.  4.3) 
и  т.  д. При этом неважно, на каком месте стоят буквы, обозначаю-
щие концы отрезка. Так, например, AB и BA обозначают один и 
тот же отрезок.

Вопросы

1. Сформулируйте аксиому о взаимном расположении точек на 
прямой.

2. Какая фигура называется лучом?
3. Как обозначается луч?
4. Какая фигура называется отрезком?
5. Как обозначается отрезок?

Задачи

1. Сколько лучей могут иметь данную точку в качестве своей вер-
шины?

2. Сколько лучей, расположенных на данной прямой, могут иметь 
данную точку этой прямой в качестве своей вершины?

3. Точка C принадлежит отрезку AB. Среди лучей АВ, АС, СА, 
СВ, BA, BC укажите пары совпадающих.

O

A B C

a

Рис. 4.2

D1

C1

A B

Рис. 4.3
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4. На клетчатой бумаге отметьте точки, как показано на рисун-
ке  4.4. Проведите лучи AB, AD, BD, DC.

5. На клетчатой бумаге отметьте точки, как показано на рисун-
ке  4.5. Не используя линейку, проведите отрезки AC, AD, 
BC,  BD.

6. На прямой отмечены: а) три точки; б) четыре точки; в) пять 
точек; г)* n точек. Сколько имеется лучей, лежащих на данной 
прямой, с вершинами в этих точках?

7. На прямой отмечены: а) три точки; б) четыре точки; в) пять 
точек; г)* n точек. Сколько имеется отрезков с концами в этих 
точках?

8. Сколько имеется отрезков с концами в точках, изображённых 
на рисунке 4.6?

9. Сколько имеется отрезков с концами в точках, изображённых 
на рисунке 4.7?

B
A

C

D

Рис. 4.4

B

A C

D

Рис. 4.5

BA

CD

Рис. 4.6

BA

E C

D

Рис. 4.7
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10. Изобразите на прямой точки A, B, C, D так, чтобы:
а) точка С лежала между точками А и B, а точка D лежала между 
точками В и С;
б) точка А  лежала между точка-
ми В и С, а точка С — между точка-
ми А и D.

11. Точки A, B, C, D принадлежат од-
ной прямой. Точки A и B лежат по 
разные стороны от точки D.  Точки 
В и  C тоже лежат по одну сторону 
от точки D.  Как расположены точ-
ки A и C относительно точки D?

12. Являются ли отрезками линии, со-
единяющие точки A и B, B и C, C 
и D, A и D (рис.  4.8)?

5.  Операции над отрезками
Над отрезками можно производить операцию откладывания 

данного отрезка на данном луче от его вершины. Отрезок, который 
получится в результате, называется равным исходному отрезку.

Следующее свойство принимается в качестве аксиомы.

На любом луче от его начала можно отложить только один от-
резок, равный данному.

Равенство отрезков АВ и CD записывается в виде АВ = CD. 
Оно означает, что если один из этих отрезков, например АВ, отло-
жить на луче CD от точки C, то отрезок АВ при этом совместится 
с отрезком  CD (рис.  5.1,  а).

Если при откладывании отрезка АВ на луче CD от точки C 
точка  В переходит в точку E, лежащую между точками C и D, то 
говорят, что отрезок АВ меньше отрезка CD, и обозначают 
АВ < CD. Говорят также, что отрезок CD больше отрезка АВ, и 
обозначают CD  >  AB (рис.  5.1,  б).

B

A C

D

Рис. 4.8
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Если на отрезке АВ между точками А  и В  взять какую-либо 
точку С, то образуется два новых отрезка АС и СВ. Отрезок АВ 
называется суммой отрезков АС и СВ и обозначается 
АВ = АС + СВ (рис.  5.2). Каждый из отрезков АС и СВ называ-
ется разностью отрезка АВ и другого отрезка и обозначается 
АС = АВ  − СВ, СВ = АВ  − АС.

Чтобы сложить два произвольных отрезка АВ и CD, продол-
жим отрезок АВ за точку В  и на этом продолжении отложим отре-
зок ВЕ, равный CD (рис.  5.3). Отрезок АЕ даст сумму отрез-
ков  АВ и CD: АЕ = АВ + CD.

Аналогичным образом поступают для вычитания из большего 
отрезка меньшего.

Серединой отрезка называется точка, делящая этот отрезок 
на два равных отрезка.

Вопросы

1. Какие операции можно производить с отрезками?
2. Сформулируйте аксиому об откладывании отрезка.
3. Какие отрезки называются равными?
4. Как обозначается равенство отрезков?
5. В  каком случае говорят, что отрезок АВ меньше отрезка А1В1?

C

D

A B

а

A B

C

E
D

б

Рис. 5.1

A BC

Рис. 5.2

A B E

C D

Рис. 5.3
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6. Какой отрезок называется: а) суммой; б) разностью двух отрез-
ков?

7. Какая точка называется серединой отрезка?

Задачи

1. На клетчатой бумаге изобразите луч CE и отрезок AB, как по-
казано на рисунке 5.4. От вершины C луча CE отложите отре-
зок CD, равный отрезку AB.

а

A

B

C

E

б

A

B

C

E

в

A

B

C

E

Рис. 5.4

2. Укажите равные отрезки, изображённые на рисунке 5.5.

3. На клетчатой бумаге изобразите отрезки, как показано на ри-
сунке 5.6. Укажите середины отрезков AB, CD, EF, GH.

4. На клетчатой бумаге изобразите отрезки, как показано на ри-
сунке 5.7. Укажите точки, делящие отрезки AB, CD, EF на 
три равные части.

г д е

а б в

Рис. 5.5

A

B

C D

E

F

G

H

Рис. 5.6
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5. Расположите номера в порядке возрастания соответствующих 
отрезков, изображённых на рисунке 5.8.

6. На клетчатой бумаге изобразите отрезки, как показано на ри-
сунке 5.9. Изобразите какой-нибудь отрезок, равный сумме от-
резков AB и CD.

7. На клетчатой бумаге изобразите отрезки, как показано на ри-
сунке 5.10. Изобразите какой-нибудь отрезок, равный разности 
отрезков AB и CD.

A B

C

D

F

Рис. 5.7

1
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6

Рис. 5.8
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C D

б

A
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D

Рис. 5.10
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A B

C D

б

A B C

D

в

A

B C

D

Рис. 5.9
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8. Сравните отрезки AB и CD, изображённые на рисунке 5.11.

а

A B

C D

б

A B
C

D

Рис. 5.11

9. Сравните отрезки a и b, изображённые на рисунке 5.12.

a

b

а б

a

b

Рис. 5.12

6.  Длина отрезка
Для измерения длины отрезка AB сначала выбирают отре-

зок  OE, длина которого принимается за единицу (единичный отре-
зок). Затем последовательно откладывают единичный отрезок OE 
на луче AB от вершины А.  Если при этом единичный отрезок це-
ликом укладывается в отрезке АВ целое число раз без остатка, то 
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процесс измерения заканчивается и полученное число считается 
длиной отрезка АВ.

Например, на рисунке 6.1, а единичный отрезок OE укладыва-
ется в отрезке AB ровно четыре раза.

В  случае если единичный отрезок OE целиком укладывается в 
отрезке АВ с остатком, т. е. конец последнего единичного отрезка 
С  не совпадает с концом отрезка АВ, и остаток СВ меньше еди-
ничного отрезка (рис.  6.1,  б), то полученное число n считается 
приближённым значением длины отрезка (с точностью до 1).

В  этом случае отрезок OE разбивается на десять равных частей. 
На луче CB от вершины С  последовательно откладывают одну деся-
тую часть отрезка OE и находят число m, показывающее, сколько 
раз эта часть укладывается в отрезке СВ. Если при этом конец по-
следнего отрезка совпадает с концом отрезка СВ, то процесс изме-
рения заканчивается и число, выражаемое десятичной дробью n,m, 
считается длиной отрезка АВ. На рисунке 6.1, б n = 3, m = 6.

В  случае если конец последнего отрезка не совпадает с концом 
отрезка СВ, то число n,m считается приближённым значением дли-
ны отрезка (с точностью до 0,1).

В  этом случае одна десятая часть единичного отрезка разбива-
ется  на десять равных частей, и повторяется описанная выше про-
цедура.

Если измерение длины отрезка на некотором шаге заканчивает-
ся, то длина отрезка будет выражаться конечной десятичной дро-
бью. Если измерение отрезка не заканчивается ни на каком шаге, 
то длина отрезка будет выражаться бесконечной десятичной дробью.

б

A BC

O E

а

O E

A B

Рис. 6.1
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Единичный отрезок можно разбивать на число частей, отлич-
ное от числа десять. Если единичный отрезок разбит на n равных 
частей и одна такая часть укладывается в отрезке АВ ровно m раз, 

то длиной отрезка АВ будет число 
m
n

. Например, для отрезка AB, 

изображённого на рисунке 6.2, n = 3, m = 11, т. е. длина отрез-

ка  AB равна 3
2
3

.

Положительное число, показывающее, сколько раз единичный 
отрезок и его части укладываются в данном отрезке, называется 
длиной отрезка.

Длина отрезка AB обычно обозначается так же, как и сам от-
резок  AB.

Для измерения длин отрезков, изображённых на листе бумаги 
или доски, за единицу измерения длины обычно выбирается один 
сантиметр (1 см) и используется линейка с делениями, обозначаю-
щими сантиметры и их десятые доли  — миллиметры. В  качестве 
ещё одной единицы измерения может использоваться один деци-
метр (1  дм), который равен 10  см.

На рисунке 6.3 длины отрезков AB, AC и AD равны соответ-
ственно 3  см, 4  см 8  мм, 6  см 5  мм.

Для измерения длин отрезков на местности обычно использует-
ся рулетка, а в качестве единичного отрезка принимается отрезок 
длиной один метр (1 м), равный 100  см.

A B

O E

Рис. 6.2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A B C D

Рис. 6.3
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Для измерения больших расстояний в качестве единицы изме-
рения берётся один километр (1 км), равный 1000 м.

Для длин отрезков выполняются следующие свойства.

Свойство 1. Длины равных отрезков равны.

Свойство 2. Длина суммы отрезков равна сумме их длин.

Длину отрезка AB называют также расстоянием между точ-
ками A и B.

Исторические сведения

Метр как единица измерения длины появился в конце XVIII в. 
До  этого каждая страна имела свои единицы измерения, которые 
не имели точных определений, что приводило к ошибкам в 
вычисле ниях.

В  1791 г. Французская Академия предложила взять за основу 
системы мер одну сорокамиллионную часть парижского меридиана. 
Ей было дано название «метр».

Для определения величины метра и изготовления эталона были 
сформированы шесть комиссий, которым было поручено измерить 
длину парижского меридиана с большой степенью точности.

Измерительными работами во Франции руководил Ж.  ДʼАлам-
бер. В  1795 г. на Парижской конференции были подведены итоги 
этой работы и утверждён эталон единицы длины  — метр.

В  результате был изготовлен эталон метра из платины, кото-
рый хранится во французском государственном архиве.

Вопросы

1. Что называется длиной отрезка?
2. Как обозначается длина отрезка?
3. Как измеряется длина отрезка?


